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数学思想方法与解题策略

高考作为选拔性考试,必然会有一些难题,近三年江苏高考中档难度以上试题注重考查学生在运用知识和方法的过程中的能力,着力考查学生的逻辑思维能力、运算能力、数学素养、数学潜能．函数方程,等价转化,分类讨论等数学思想均有深度考查．这也反映了新课程的理念,使被动学习者和题海战术者在应试中力不从心、难有作为．

数学在培养和提高人的思维能力方面有着其他学科所不可替代的独特作用,这是因为数学不仅仅是一种重要的“工具”或者“方法”,更重要的是一种思维模式,表现为数学思想．高考数学提出“以能力立意命题”,正是为了更好地考查数学思想,促进考生数学理性思维的发展．

2011年江苏高考对四种重要数学思想仍会作为重点考查,在试卷的压轴题中分类讨论和等价转化思想一定会起着支撑作用．
函数与方程思想
一．瞄准高考

1．函数思想,就是运用运动和变化的观点、集合与对应的思想去分析和研究数学问题中的等量关系,建立或构造函数关系,再运用函数的图象和性质去分析问题,达到转化问题的目的,从而使问题获得解决的思想．方程思想,就是从问题的数量关系入手,运用数学语言将问题中的条件转化为数学模型——方程或方程组,通过解方程或方程组,或者运用方程的性质去分析、转化问题,使问题获得解决的思想．

2．运用函数思想解决问题主要从下面四个方面着手：一是根据方程与函数的密切关系,可将方程转化为函数来解决；二是根据不等式与函数的密切关系,常将不等式问题转化为函数问题,利用函数的图象和性质进行处理；三是在解决实际问题中,常涉及最值问题,通常是通过建立目标函数,利用求函数最值的方法加以解决；四是中学数学中的某些数学模型(如数列的通项或前n项和、含有一个未知量的二项式等)可转化为函数问题,利用函数相关知识或借助处理函数问题的方法进行解决．

运用方程思想解决问题主要从以下四个方面着手：一是把问题中对立的已知与未知建立相等关系统一在方程中,通过解方程解决；二是从分析问题的结构入手,找出主要矛盾,抓住某一个关键变量,将等式看成关于这个主变元(常称为主元)的方程,利用方程的特征解决；三是根据几个变量间的关系,符合某些方程的性质和特征(如利用根与系数的关系构造方程等),通过研究方程所具有的性质和特征解决；四是中学数学中常见的数学模型(如函数、曲线等),经常转化为方程问题去解决．

3．(1)函数和方程是密切相关的,对于函数y＝f(x),当y＝0时,就转化为方程f(x)＝0,也可以把函数式y＝f(x)看做二元方程y－f(x)＝0.函数问题(例如求函数的最值、值域等)可以转化为方程问题来求解,方程问题也可以转化为函数问题来求解,如解方程f(x)＝0,就是求函数y＝f(x)的零点．

(2)函数与不等式也可以相互转化,对于函数y＝f(x),当y>0时,就转化为不等式f(x)>0,借助于函数图象与性质可以解决．而研究函数的性质,也离不开解不等式．

(3)数列的通项或前n项和是自变量为正整数的函数,用函数的观点处理数列问题十分重要．

(4)解析几何中的许多问题,例如直线和二次曲线的位置关系问题,需要通过解二元方程组才能解决,涉及二次方程与二次函数的有关理论．

(5)立体几何中有关线段、角、面积、体积的计算,经常需要运用列方程或建立函数表达式的方法加以解决．

函数思想在解题中的应用主要表现在两个方面：一是借助有关初等函数的性质,解有关求值、解(证)不等式、解方程以及讨论参数的取值范围等问题；二是在问题的研究中,通过建立函数关系式或构造中间函数,把所研究的问题转化为讨论函数的有关性质,达到化难为易,化繁为简的目的．许多有关方程的问题可以用函数的方法解决,反之,许多函数问题也可以用方程的方法来解决．函数与方程的思想是中学数学的基本思想,也是历年高考的重点．

二．解析高考

题型一　函数与方程思想在函数中的应用

例1.对于函数y=f(x)(x(D),若同时满足下列条件:①f(x)在D上为单调函数;②存在区间[a,b](D,使得f(x)在[a,b]上的值域也是[a,b],则称f(x)为D上的闭函数．

(1) 求闭函数y=-x3符合条件②的区间[a,b];
(2) 若f(x)=x3-3x2-9x+4,x([-1,3],判断f(x)是否是闭函数;
(3) 若y=x2+k(x>0)是闭函数,求实数k的取值范围.
【分析】  第(1)问根据函数的单调性建立有关方程,求解即得;第(2)问可以利用导数确定函数的单调性,再考虑方程解的存在性;第(3)问由闭函数的定义,只要探索区间[a,b]存在的条件,由定义域与值域相等的特性建立方程,转化为方程解的存在性问题. 
【解析】  (1)显然函数y=-x3在(-(,+()上是单调递减函数,因此,要使其在[a,b]上是闭函数,则须满足
eq \b\lc\{(\a\ac(-a3==b,-b3=a))(eq \b\lc\{(\a\ac(a=-1,b=1)),

∴闭函数y=-x3符合条件的区间是[-1,1].

(2)由f ´(x)=3(x+1)(x-3)=0(x=-1或3,所以f(x)在[-1,3]上单调递减.

  设f(x)=x3-3x2-9x+4在[a,b](([-1,3])上的值域为[a,b],由函数在[-1,3]单调递减可知,函数在[a,b]也单调递减,所以:

eq \b\lc\{(\a\ac(a3-3a2-9a+4=b,b3-3b2-9b+4=a)),

两式相减得:a2+ab+b2-3(a+b)-8=0,   (*)

但是,∵[a,b]([-1,3],∴-1≤a<b≤3,而f(0)=4,f(1)=-7,

∴f(0)=4>3(b=f(a),f(1)=-7<-1≤a=f(b),

由f(x)在[-1,3]单调递减,得0<a<b<1.

∴a2+ab+b2<3,3(a+b)>0,故(*)式不成立.

故不存在区间[a,b]使函数的值域也为[a,b],即f(x)=x3-3x2-9x+4,x([-1,3]不是闭函数.

(3)设函数y=x2+k在[a,b](((0,+())上的值域为[a,b],由函数在
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上单调递增可知,函数在[a,b]上也单调递增,所以

eq \b\lc\{(\a\ac(a2+k=a,b2+k=b))(a,b是方程x2 +k=x的两个正根. 

令u(x)= x2-x+k,则由

eq \b\lc\{(\a\ac(△=1-4k>0,u(0)=k>0))(0<k<eq \f(1,4),

∴满足题意的k的取值范围是(0,eq \f(1,4)). 

【点评】本题从三个侧面考查对新概念“闭函数”的理解能力:第(1)问是给出具体的函数,求“闭函数”的区间[a,b];第(2)问是给出具体的函数,讨论“闭函数”区间[a,b]的存在性,这二者看似相同(都是可以通过解方程,求出a,b的值),但又要注意二者的本质差异(讨论方程解的存在性,不一定需要解出方程的根);第(3)问是给出的函数中含有参变量,由“闭函数”区间[a,b]的存在性,求参数的取值范围(这实际上可以看作是前两问的逆向思考).在解题方法上,由解方程到讨论方程根的存在性,这是一个层次渐进的考查过程.

题型二　函数方程思想在不等式中的应用 
例2已知f(x)＝4x＋ax2－eq \f(2,3)x3(x∈R)在区间eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－1，1))上是增函数．

(1)求实数a的值组成的集合A；

(2)设关于x的方程f(x)＝2x＋eq \f(1,3)x3的两个非零实根为x1,x2.试问：是否存在实数m,使得不等式m2＋tm＋1≥|x1－x2|对任意a∈A及t∈[－1,1]恒成立？若存在,求m的取值范围；若不存在,请说明理由．

【解答】 (1)f′(x)＝4＋2ax－2x2,由已知,f(x)在区间[－1,1]上是增函数,等价于f′(x)≥0对x∈[－1,1]恒成立．即x2－ax－2≤0对x∈[－1,1]恒成立．
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这是一个含参数的不等式的问题,如何处理这一问题呢？

首先考虑用函数思想．把x2－ax－2看作函数．

记φ(x)＝x2－ax－2.

要使φ(x)≤0对x∈[－1,1]恒成立,只要φmax(x)≤0就可以了．

所以问题转化为求φ(x)在[－1,1]上的最大值．

由于x≤eq \f(a,2)时,φ(x)为减函数,x≥eq \f(a,2)时,φ(x)为增函数,因此,又要对φ(x)的对称轴相对于区间x∈[－1,1]的中点的不同位置进行分类讨论．

当x＝eq \f(a,2)≤0时,由φ(x)的图象(图①)可以看出,φ(1)最大．解不等式组

eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(\f(a,2)≤0，,φ1＝1－a－2≤0.))得－1≤a≤0.

当x＝eq \f(a,2)>0时,由φ(x)的图象(图②)可以看出,φ(－1)最大．

解不等式组

eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(\f(a,2)>0，,φ－1＝1＋a－2≤0.))得0<a≤1.

综合以上得－1≤a≤1.即A＝{a|－1≤a≤1}．

如果对函数图象比较熟悉的话,可以知道,φ(x)在[－1,1]上的最大值只能在区间的端点得到,因此只要解

eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(φ1＝1－a－2≤0，,φ－1＝1＋a－2≤0.))就可以得到A＝{a|－1≤a≤1}．

(2)关于f(x)＝2x＋eq \f(1,3)x3的方程可以化为4x＋ax2－eq \f(2,3)x3＝2x＋eq \f(1,3)x3.　

解得x＝0或x2－ax－2＝0.

由于Δ＝a2＋8>0,所以方程x2－ax－2＝0有两个非零实根x1,x2.

下面计算|x1－x2|,

由x1＋x2＝a,x1x2＝－2得|x1－x2|＝eq \r(x1＋x22－4x1x2)＝eq \r(a2＋8).

本题等价于是否存在m,使不等式m2＋tm＋1≥eq \r(a2＋8)①.对a∈A,t∈[－1,1]恒成立．

把eq \r(a2＋8)看作关于a的函数T(a)＝eq \r(a2＋8),则①式等价于m2＋tm＋1≥Tmax(a)②.

由于a∈A,则T(a)＝eq \r(a2＋8)≤eq \r(1＋8)＝3,从而②式转化为m2＋tm＋1≥3,

即m2＋tm－2≥0③对t∈[－1,1]恒成立．

我们又可以把③式的左边看作关于t的函数．

记g(t)＝m2＋tm－2＝mt＋m2－2.

对m＝0和m≠0分类研究．

若m＝0,③式化为g(t)＝－2≥0,显然不成立；

若m≠0,g(t)是t的一次函数,这样,要使g(t)≥0对t∈[－1,1]恒成立,只要g(－1)≥0及g(1)≥0[image: image12.png]


同时成立即可(图③,④)．

解不等式组eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(g1＝m2＋m－2≥0，,g－1＝m2－m－2≥0.))得m≤－2或m≥2.

所以存在实数m,使不等式m2＋tm＋1≥|x1－x2|对任意a∈A,t∈[－1,1]恒成立,其取值范围是{m|m≤－2或m≥2}．

【点评】 本题难点有三：①对题意理解不清；②对所求问题不会恰当转化为函数问题；③计算时分类不准确．

此题在解题过程中多次把要求的问题转化为函数问题来研究：

第1次转化：把三次函数f(x)＝4x＋ax2－eq \f(2,3)x3(x∈R)在区间[－1,1]上是增函数转化为在这一区间f′(x)≥0的问题；

第2次转化：第(1)问,把x2－ax－2≤0对x∈[－1,1]恒成立转化为φ(x)的最大值φmax(x)≤0恒成立的问题,

第3次转化：φ(x)的最大值≤0成立的问题转化为求φ(x)的最大值的问题；

第4次转化：第(2)问把m2＋tm＋1≥|x1－x2|转化为m2＋tm＋1≥eq \r(a2＋8)的问题；

第5次转化：把m2＋tm＋1≥eq \r(a2＋8)转化为m2＋tm＋1≥Tmax(a)的问题；

第6次转化：把m2＋tm＋1≥Tmax(a)又转化为m2＋tm－2≥0对t∈[－1,1]恒成立的问题；

第7次转化：把m2＋tm－2≥0对t∈[－1,1]恒成立的问题转化为一次函数g(t)＝mt＋m2－2≥0对t∈[－1,1]恒成立问题；

第8次转化：把g(t)＝mt＋m2－2≥0对t∈[－1,1]恒成立问题转化为求g(t)的最小值的问题．这8次转化每一次转化都是把生题化为熟悉的函数问题．

在解题过程中,我们还多次把代数式看作函数：

第1次是把φ(x)＝x2－ax－2看作是关于x的函数；第2次是把T(a)＝eq \r(a2＋8)看作是关于a的函数；第3次是g(t)＝mt＋m2－2看作是关于t的函数,从而把含参数的不等式问题化为函数的最值问题,此外还有对方程f(x)＝2x＋eq \f(1,3)x3的根的讨论．

解这一道题时,我们想到了进行转化,想到了把代数式看作函数,把字母看作变量,想到了对不同情况的分类讨论,想到了用函数图象帮助思考,才能一步一步地解决问题,相反,如果我们没有想到把x2－ax－2≤0对x∈[－1,1]恒成立的问题转化为φ(x)的最大值φmax(x)≤0恒成立的问题,没有实现这一转化,如果我们没有想到把φ(x)＝x2－ax－2看作是关于x的函数,问题可能不会得到解决．

题型三　函数与方程思想在数列中的应用

例3已知等差数列{an},其前n项和为Sn,是否存在常数k,使得kaeq \o\al(2,n)－1＝S2n－Sn＋1成立？
【解答】 设存在常数k,使kaeq \o\al(2,n)－1＝S2n－Sn＋1成立,令an＝pn＋q(p、q为常数),则k(pn＋q)2－1＝S2n－Sn＋1①

又Sn＝p(1＋2＋…＋n)＋nq＝eq \f(p,2)n(n＋1)＋nq,

代入①式变为kp2n2＋2kpqn＋kq2－1＝eq \f(3,2)·pn2＋eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(1,2)p＋q))n－(p＋q),

∴eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(kp2＝\f(3,2)p，　②,2kpq＝－\f(1,2)p＋q，　③,kq2－1＝－p＋q，　④))
由②得p＝0或kp＝eq \f(3,2).

若p＝0,代入③、④不成立；

将kp＝eq \f(3,2)代入③,得q＝－eq \f(p,4),代入④得eq \f(kp2,16)－1＝－p＋eq \f(p,4),即eq \f(3p,32)－1＝－eq \f(3,4)p,

∴p＝eq \f(32,27),从而得出q＝－eq \f(8,27),k＝eq \f(81,64).

∴存在常数k,使得kaeq \o\al(2,n)－1＝S2n－Sn＋1成立．

【点评】 本题是存在型探索性问题．解答此类问题的思路是：假设题中的数学对象存在(或结论成立)或暂且认可其中一部分的结论,然后在这个前提下进行逻辑推理,若由此导出矛盾,则否定假设；否则,给出肯定结论的证明．即：“假设——推证——定论”是解答此类问题的三个步骤．本题通过设等差数列的通项公式an＝pn＋q(p、q为常数),构造方程,从而较自然地解决了问题．

【变式】已知数列{an}是各项均不为0的等差数列,Sn为其前n项和,且满足aeq \o\al(2,n)＝S2n－1,bn＝eq \f(1,an·an＋1),数列{bn}的前n项和为Tn.

(1)求数列{an}的通项公式及数列{bn}的前n项和Tn；

(2)是否存在正整数m,n(1<m<n),使得T1,Tm,Tn成等比数列？若存在,求出所有的m,n的值；若不存在,请说明理由．

【解答】 (1)因为{an}是等差数列,由aeq \o\al(2,n)＝S2n－1＝eq \f(a1＋a2n－12n－1,2)＝(2n－1)an,

又因为an≠0,所以an＝2n－1,

由bn＝eq \f(1,anan＋1)＝eq \f(1,2n－12n＋1)＝eq \f(1,2)

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,2n－1)－\f(1,2n＋1))),

所以Tn＝eq \f(1,2)

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(1－\f(1,3)＋\f(1,3)－\f(1,5)＋…＋\f(1,2n－1)－\f(1,2n＋1)))＝eq \f(n,2n＋1).

(2)由(1)知,Tn＝eq \f(n,2n＋1),所以T1＝eq \f(1,3),Tm＝eq \f(m,2m＋1),Tn＝eq \f(n,2n＋1),

若T1,Tm,Tn成等比数列,则eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(m,2m＋1)))2＝eq \f(1,3)

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(n,2n＋1))),即eq \f(m2,4m2＋4m＋1)＝eq \f(n,6n＋3).

由eq \f(m2,4m2＋4m＋1)＝eq \f(n,6n＋3),可得eq \f(3,n)＝eq \f(－2m2＋4m＋1,m2),

所以－2m2＋4m＋1>0,

从而：1－eq \f(\r(6),2)<m<1＋eq \f(\r(6),2),又m∈N*,且m>1,

所以m＝2,此时n＝12.

故可知：当且仅当m＝2,n＝12时,数列{Tn}中的T1,Tm,Tn成等比数列．

题型四.函数与方程思想在解析几何中的应用

例4.如图,双曲线C:eq \f(x2,a2)-\f(y2,b2)=1(a>0,b>0)的渐近线为l1、l2,离心率为eq \f(\r(13),3). [image: image13.png]


P1(l1,P2(l2,且
[image: image2.wmf]1221

,(0)

OPOPtPPPP

ll

×==>

uuuruuuuruuuuruuur

,双曲线C过点P.

(1) 若△P1OP2的面积为6,求t的值;

(2) t=5时,求a最大时双曲线C的方程.
【分析】第(1)问由△P1OP2面积为6,
[image: image3.wmf]12
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=t,联立方程组求解可得;第(2)问,a应该是(的函数,确定(为何值时a有最大值,进而求出双曲线方程. 

【解析】(1)由于双曲线的离心率为eq \f(\r(13),3),

∴e2=eq \f(c2,a2)=1+\f(b2,a2)=\f(13,9),∴\f(b,a)=\f(2,3), ∴两条渐近线的方程为y=(eq \f(2,3)x.

由此设点P1(x1,eq \f(2,3)x1),P2(x2,-eq \f(2,3)x2)(x1>0,x2>0),∴t=
[image: image4.wmf]12
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=x1x2-eq \f(4,9)x1x2=eq \f(5,9)x1x2.

  又|OP1|=eq \f(\r(13),3)x1,|OP2|=eq \f(\r(13),3)x2,设l1的倾斜角为(,则tan(=eq \f(2,3),∴sin2(=eq \f(2tan(,1+tan2()=\f(12,13).

∴S△P1OP2=eq \f(1,2)·\f(\r(13),3)x1·\f(\r(13),3)x2·sin2(=eq \f(2,3)x1x2.

∵△P1OP2的面积为6,∴x1x2=9,

∴t=5.

(2)∵
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, P1(x1,eq \f(2,3)x1),P2(x2,-eq \f(2,3)x2),∴P点的坐标为(eq \f(x2+(x1,1+(),eq \f(2(-x2+(x1),3(1+())).

∵点P在双曲线eq \f(x2,9)-\f(y2,4)=k2上,∴eq \f((x2+(x1)2,9(1+()2)-\f((-x2+(x1)2,9(1+()2)=k2,即k2=eq \f(4(x1x2,9(1+()2).

由(1)知,当t=5时,x1x2=9,∴k2=eq \f(4(,(1+()2)..

∴a2=9k2=eq \f(36(,(1+()2)=\f(36,(+\f(1,()+2)≤9,当且仅当(=1时取等号.

故a的取值最大时,双曲线C的方程为eq \f(x2,9)-\f(y2,4)=1.

【点评】对于曲线上的一些动点,在变化过程中会引入一些相互联系、相互制约的变量,从而使变量与变量之间构成函数关系.此时,用函数思想处理问题十分方便.而求曲线方程,最基本的题型就是根据所给条件联立方程(组)求解,这类问题类似于小学或初中的列方程解应用题,问题的难点是几何特征代数化,把题设中的条件转化为代数等式,即列方程.

三．感悟高考

1．函数与方程的转化常见问题有：

(1)函数与其图象可视为二元方程与曲线的关系；

(2)方程中的参变量必要时可视为关于其中某个量的函数,从而利用函数特性研究；

(3)解方程或不等式时可视其结构联想到相关函数图象或性质,给予解决；

(4)数列的相关问题可视为函数问题或转化为方程和不等式解决．

2．在许多数学问题中,一般都含有多元参变量,要注意对问题中各元素仔细地观察和分析,根据题目的需要采取变换“主元”的方法,构造出相关的函数模型,使问题获得巧解．

3．深刻理解基本初等函数的图象和性质,熟练地掌握一次函数、二次函数和指数、对数函数的特征是应用函数思想的基础；善于挖掘题目的隐含条件,构造出恰当的函数解析式,并能合理地运用函数的图象和性质,是应用函数思想解题的关键．
四．备战高考

1. (2010·天津)设函数f(x)＝x－eq \f(1,x)，对任意x∈[1，＋∞)，f(mx)＋mf(x)<0恒成立，则实数m的取值范围是_________.

【解析】　∵f(x)＝x－eq \f(1,x)，x∈[1，＋∞)，f(mx)＋mf(x)<0，∴mx－eq \f(1,mx)＋m(x－eq \f(1,x))<0，∴2mx－eq \f(1,mx)－eq \f(m,x)<0，即mx[2m2x2－(1＋m2)]<0.由f(mx)＋mf(x)<0在x∈[1，＋∞)上恒成立知，mx[2m2x2－(1＋m2)]<0在x∈[1，＋∞)上恒成立．∴m≠0.当m<0时，只要2m2x2－(1＋m2)>0恒成立，

即x2>eq \f(1＋m2,2m2)，∵x∈[1，＋∞)，∴eq \f(1＋m2,2m2)<1，∴m2>1，∴m<－1.当m>0时，只要2m2x2－(1＋m2)<0恒成立，即x2<eq \f(1＋m2,2m2).∵x∈[1，＋∞)，∴x2<eq \f(1＋m2,2m2)不恒成立．综上，实数m的取值范围为(－∞，－1)．

2. 已知对于任意的a∈[－1,1]，函数f(x)＝x2＋(a－4)x＋4－2a的值总大于0，则x的取值范围是         .
【解析】将f(x)＝x2＋(a－4)x＋4－2a看作是a的一次函数，记为g(a)＝(x－2)a＋x2－4x＋4.当a∈[－1,1]时恒有g(a)>0，只需满足条件eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(g(1)>0，,g(－1)>0，))　即eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x2－3x＋2>0，,x2－5x＋6>0，))解之得x<1或x>3.

3. 方程m＋eq \r(1－x)＝x有解，则m的最大值为      .
【解析】由原式得m＝x－eq \r(1－x)，设eq \r(1－x)＝t(t≥0)，则m＝1－t2－t＝eq \f(5,4)－(t＋eq \f(1,2))2，∴m＝eq \f(5,4)－(t＋eq \f(1,2))2在[0，＋∞)上是减函数，∴t＝0时，m的最大值为1.

4. 已知集合M＝{(x，y)|(x＋eq \r(x2＋1))(y＋eq \r(y2＋1))＝1}，则集合M表示的图形是________．

【解析】本题关键是找到变量x，y的关系，直接化简会很复杂，如果移项变形，化为x＋eq \r(x2＋1)＝eq \f(1,y＋\r(y2＋1))＝－y＋eq \r(y2＋1)，构造函数f(x)＝x＋eq \r(x2＋1)(x∈R)会轻易解决．

思路1：把式子中的字母x，y看作变量，把等式中出现的代数式看作函数．

等式化为x＋eq \r(x2＋1)＝eq \f(1,y＋\r(y2＋1))＝－y＋eq \r(y2＋1).

构造函数f(x)＝x＋eq \r(x2＋1)(x∈R)，则上式就是f(x)＝f(－y)，　

由于函数f(x)＝x＋eq \r(x2＋1)(x∈R)为R上的增函数，则x＝－y，即x＋y＝0.所以，集合M表示的图形是直线．这个问题的解决是函数思想的胜利．

我们还可以用另一种函数来思考．

思路2：构造一个常见的函数g(x)＝lg(x＋eq \r(x2＋1))(x∈R)，则g(x)为R上的增函数，且为奇函数．又已知等式可化为g(x)＋g(y)＝lg(x＋eq \r(x2＋1))＋lg(y＋eq \r(y2＋1))＝lg1＝0，

于是有g(x)＝－g(y)＝g(－y)，因此x＝－y，即x＋y＝0.所以，集合M表示的图形是直线．

思路3：以方程的知识为切入点，设s＝x＋eq \r(x2＋1)，t＝y＋eq \r(y2＋1)，于是s，t分别是方程s2－2xs－1＝0，t2－2yt－1＝0的正根．由此可得s－2x－eq \f(1,s)＝0，t－2y－eq \f(1,t)＝0，相加并注意到st＝1，得s＋t－2(x＋y)－eq \f(s＋t,st)＝0，即x＋y＝0.所以，集合M表示的图形是直线．

5. 设f(x)是定义在R上的奇函数，且当x≥0时，f(x)＝x2.若对任意的x∈[t，t＋2]，不等式f(x＋t)≥2f(x)恒成立，则实数t的取值范围是           .

【答案】[eq \r(2)，＋∞)

6. 若关于x的方程(2－2－|x－2|)2＝2＋a有实根，则实数a的取值范围是________．[image: image6.png]h 22 22 BLR (ZXXK.COM)





【解析】令f(x)＝(2－2－|x－2|)2，要使f(x)＝2＋a有实根，只需2＋a是f(x)的值域内的值．∵f(x)的值域为[1,4)∴1≤a＋2<4，∴－1≤a<2.答案：[－1,2)

7. 已知函数f(x)＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(|lg|x||　　　　x≠0,a  x＝0))，a∈R，若方程f2(x)－f(x)＝0共有7个实数根，则a＝________.
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【解析】设y＝t2－t，t＝f(x)作出两函数的图象如图所示，由t2－t＝0知t＝0，或t＝1，当t＝0时，方程有两个实根；当t＝1时，要使此时方程有5个不同实根，则a＝1.

8. 若数列{an}的通项公式为an＝eq \f(8,3)×eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,8)))n－3×eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,4)))n＋eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,2)))n(其中n∈N*)，且该数列中最大[的项为am，则m＝[image: image9.png]h 22 22 BLR (ZXXK.COM)




________.

【解析】令x＝eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,2)))n，则0<x≤eq \f(1,2).构造f(x)＝eq \f(8,3)x3－3x2＋x，x∈eq \b\lc\(\rc\](\a\vs4\al\co1(0，\f(1,2))).∴f′(x)＝8x2－6x[image: image10.png]h 22 22 BLR (ZXXK.COM)




＋1

令f′(x)＝0，故x1＝eq \f(1,4)，x2＝eq \f(1,2).∴f(x)在eq \b\lc\(\rc\](\a\vs4\al\co1(0，\f(1,4)))上为增函数，f(x)在eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,4)，\f(1,2)))上为减函数

∴f(x)max＝feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,4)))即当x＝eq \f(1,4)时，f(x)最大，∴n＝2时，a2最大．∴m＝2.

9. 设P是椭圆eq \f(x2,a2)＋y2＝1(a>1)短轴的一个端点，Q为椭圆上的一个动点，求|PQ|的最

大值．

【解析】依题意可设P(0,1)，Q(x，y)，则|PQ|＝eq \r(x2＋y－12).

又因为Q在椭圆上，所以x2＝a2(1－y2)．

|PQ|2＝a2(1－y2)＋y2－2y＋1＝(1－a2)y2－2y＋1＋a2
＝(1－a2)eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(y－\f(1,1－a2)))2－eq \f(1,1－a2)＋1＋a2，

因为|y|≤1，a>1，若a≥eq \r(2)，则eq \b\lc\|\rc\|(\a\vs4\al\co1(\f(1,1－a2)))≤1，

当y＝eq \f(1,1－a2)时，|PQ|取最大值eq \f(a2\r(a2－1),a2－1)；

若1<a<eq \r(2)，则当y＝－1时，|PQ|取最大值2，

[image: image11.png]h 22 22 BLR (ZXXK.COM)




综上，当a≥eq \r(2)时，|PQ|最大值为eq \f(a2\r(a2－1),a2－1)；当1<a<eq \r(2)时，|PQ|最大值为2.

10. 如图所示,A,B是函数y＝e2x的图象上两点,分别过A,B作x轴的平行线,与函数y＝ex的图象交于C,D两点．

(1)求点A与原点O连成直线的斜率的取值范围；

(2)若直线AB过原点O,求证直线CD也过原点O；

(3)当直线BC与y轴平行时,设B点的横坐标为x,四边形ABDC的面积为f(x),若方程2f(x)－3ex＝0在区间[t,t＋1]上有实数解,求整数t的值．

【解答】 (1)设过原点O且和函数y＝e2x的图象相切的切线的切点为P(x0,y0),则：y0＝e2x0,又y′＝2e2x,切线OP的斜率kOP＝eq \f(y0,x0)＝2e2x0,

解eq \f(e2x0,x0)＝2e2x0得x0＝eq \f(1,2),kOP＝2e2x0＝2e.

结合图象知,点A与原点O连成直线的斜率的取值范围是(－∞,0)∪[2e,＋∞)；

(2)由已知可设A,B,C,D各点的坐标分别为A(x1,y1),B(x2,y2),C(x3,y1),D(x4,y2)．

则y1＝e2x1,y2＝e2x2,且y1＝ex3,y2＝ex4,∴e2x1＝ex3,e2x2＝ex4,∴2x1＝x3,2x2＝x4,　

∵直线AB过原点O,∴eq \f(y2,x2)＝eq \f(y1,x1),

∴eq \f(y2,2x2)＝eq \f(y1,2x1),于是eq \f(y2,x4)＝eq \f(y1,x3),即kOC＝kOD,

∴直线CD也过原点O.

(3)当直线BC与y轴平行时,x2＝x3＝2x1＝x,x4＝2x2＝4x1＝2x,

∴f(x)＝eq \f(1,2)[(x3－x1)＋(x4－x2)](y1－y2)

＝eq \f(3x,4)(e2x－ex)＝eq \f(3x,4)(ex－1)ex.

于是方程2f(x)－3ex＝0可化为eq \f(3,2)x(ex－1)ex－3ex＝0,

由于ex>0,且x＝0不是该方程的解,所以原方程等价于ex－eq \f(2,x)－1＝0,

令g(x)＝ex－eq \f(2,x)－1,则g′(x)＝ex＋eq \f(2,x2)>0对一切x∈(－∞,0)∪(0,＋∞)成立,　

所以g(x)在(－∞,0)和(0,＋∞)上都是增函数,

又因为g(1)＝e－3<0,g(2)＝e2－2>0；g(－3)＝e－3－eq \f(1,3)<0,g(－2)＝e－2>0,　

所以方程2f(x)－3ex＝0有且只有两个实根,并且分别在区间[1,2]和[－3,－2]上,所以所求整数t的值为1和－3.
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