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第八讲 应用同余解题

　　在五年级我们已初步学习了同余的有关知识．同余在解答竞赛题中有着广泛的应用．在这一讲中，我们将深入理解同余的概念和性质，悟出它的一些运用技巧和方法。
　　例1  a除以5余1，b除以5余4，如果3a＞b，那么3a－b除以5余几？

　　分析 与余数有关的问题考虑用同余式可以使解题简便．

　　解：∵a≡1（mod5），

　　∴3a≡3（mod 5），

　　或者3a≡8（mod 5）．（1）

　　又∵ b≡4（mod 5），（2）

　　∴（1）－（2）得：

　　3a－b≡8－4≡4（mod 5）．

　　因此，3a－b除以5余4．

　　例2  若a为自然数，证明10│（
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　　分析  如果换一种方式表达，所要证明的即是要证
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个位数字相同，用对于模10两数同余来解，可以使解题过程简化．

　　证明：∵
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≡a（mod 10），
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≡a（mod 10），
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≡a－a≡0（mod 10）．

　　即10│（
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　　说明：这里用到一个事实：对于任何自然数a，a5与a的个位数字相同．

    例3  计算机录入员平均每分钟可以输入72个汉字，输入一篇有
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个汉字的文章所用的分钟数恰好是整数，求五位数
[image: image14.wmf]679

xy

。
分析  这道题实质是求一个能被72整除的五位数
[image: image15.wmf]679
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。

解：∵  72=8×9，又72|
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，
　　    由能被8、9整除的特征，得
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＋6＋7＋9＋
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≡0（mod 9）      （1）
        700＋90＋
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≡0（mod 8）         （2）
　　由（2）得 y≡2（mod 8）

　　    因0≤y<9且y是整数

　　    ∴y＝2．

　　把y＝2代入（1）得

　　x＋6＋7＋9＋2≡0（mod 9）

　　∴x≡3（mod 9）．

　　由x是一位整数得：x＝3．

　　∴所求五位数是36792．

例4  
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，求
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被9除后所得的商的个位数是几？
　　分析  ①设 n÷9＝商…r，那么9│（n－r），根据 n－r＝商×9，以及n－r的个位数字，可推算出商的个位数字．

　　②抓住“一个整数与它的各位数字之和对于模9同余”这性质，可以很快的化大数为小数．

　　解：∵
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≡1919×（1＋9＋1＋9）≡1919×20≡2×2≡4（mod 9），

　　　　∴9│（n－4），即n－4＝9×商，

　　　又∵n－4的个位数字是5，

　　　　∴n被9除所得的商的个位数字是5．

　　例5 设2n＋1是质数，证明：12，22，…，n2被2n＋1除所得的余数各不相同。
　　分析  这道题肯定不可能通过各数被2n＋1除去求余数．那么我们可以考虑从反面入手，假设存在两个相同的余数的话，就会发生矛盾。而中间的推导是步步有根据的，所以发生矛盾的原因是假设不合理，从而说明假设不成立，因此原来的结论是正确的。
　　证明：假设有两个数a、b，（a≠b，设b<a，且1≤a≤n，1≤b≤n），它们的平方a2，b2被2n＋1除余数相同。
　　那么，由同余定义得a2－b2≡0（mod（2n＋1））．

　　即（a＋b）（a－b）≡0（mod（2n＋1）），由于2n＋1是质数．

　　∴a＋b≡0（mod（2n＋1））或a－b≡0（mod（2n＋1））．

　　由于a＋b，a－b均小于2n＋1且大于零，

　　可知，a＋b与2n＋1互质，a－b也与 2n＋1互质．

　　即a＋b与a－b都不能被2n＋1整除．

　　产生矛盾，∴原题得证．

说明：这里用到一个重要的事实：如果A·B≡0（modp），p是质数，那么A或B中至少有一个模p为零．p是质数这一条件不能少，否则不能成立。
例如[image: image25.jpg]2%0 (mod 6) ,3%0 (mod 6)



，而2×3≡0（mod 6）。
    例6  已知：[image: image26.jpg]91919191919,
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　　问：a除以13所得余数是几？

　　解：用试除方法可知：13│191919．

∵1919×2＝3838，而3│3837，
∴[image: image27.jpg]13| 19191900
3837919
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，
　　即1919个“1919”有3838个“19”，三组三组取走“19”后还剩下一组．

　　∴a≡19（mod 13）．

　　∴a≡6（mod 13）．

　　即a除以13余数是6．

　　例7 求被3除余2，被5除余3，被7除余5的最小三位数．

　　解：设x为所求数，

　　由题意

        [image: image29.jpg]=2 (mod3) , (D
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　　（3）即x＝7k＋5（k是整数）．代入（2）得

　　7k＋5≡3（mod 5），

　　∴2k≡3（mod 5），

　　　2k≡8（mod 5）．

　　∴ k≡4（mod 5），即 k＝5m＋4（m是整数）．

　　∴x＝7k＋5＝7（5m＋4）＋5＝35m＋33，

　　上式代入（1）得：

　　35m＋33≡2（mod 3），

　　2m≡2（mod 3），

　　∴m≡1（mod 3），即m＝3t＋1（t是整数）．

　　∴x＝35m＋33＝35（3t＋1）＋33＝105t＋68，

　　当t＝1时，x＝173．

　　∴所求的最小三位数为 173．

　　例8  给出12个彼此不同的两位数，证明：由它们中一定可以选出两个数，它们的差是两个相同数字组成的两位数．

　　分析 证这道题要考虑到以下三点．

　　①两位数的数码相同时，它一定能被11整除．

　　②遇到数是任意的，需排个序，这样讨论表述起来比较方便．

　　③用12个数中最大的数依次地分别减去其余11个数可得到11个差．若差中有相同数码组成的两位数，问题得证；若差中没有合条件的两位数，这时这11个（差）数各自除以11，所得余数只可能在｛1，2，3，…，10｝中，必有两个差数的余数相同，考虑用余数造抽屉解题。
　　证明：设12个两位数从小到大排列为：

　　10≤a1＜a2＜…＜a11＜a12≤99，

　　用a12分别减去其余的数，得差：

　　b1＝a12－a1，b2＝a12－a2，…，b11＝a12－a11
　　①若上面11个差中有某个差bi能被11整除，即11│（a12－ai），那么已证出数a12与ai的差bi是两个相同数码组成的两位数．

　　②若这11个差均不能被11整除，则按不能被11整除的余数造10个抽屉，余数相同者归入同一抽屉，根据抽屉原理，11个差数中，一定存在两数bm、bn对于模11同余，即：bm－bn≡0（mod 11），

　　即（a12－am）－（a12－an）≡0（mod 11），

　　即an－am≡0（mod 11），

　　即11│（an－am），

　　即差an－am是一个由相同数码组成的两位数．综合（1）、（2）问题得证。
　　说明：这道题的证明用到了将数按被11除的余数分类的思想．

　　一般地，任何一个整数a被自然数n除，余数只可能是0，1，2，…，n－1这n种情况，这样我们可以利用余数将整数分为几类，如：整数按除以2余1还是0，分为奇数和偶数．

　　又如，整数除以3，余数只能是0，1，2这三种情况，我们可以把所有整数按除以3后的余数分三类，即 3k，3k＋1，3k＋2，（k是整数）．

　　这种利用余数分类思想，是重要的数学思想方法，它可以使研究问题时搜索的范围大大缩小．

　　例9  试证不小于5的质数的平方与1的差必能被24整除．

　　证明：∵质数中仅有一个偶数2，

　　∴不小于5的质数是奇数．

　　又不小于5的自然数按除以6所得的余数可分为6类：6n，6n＋1，6n＋2，6n＋3，6n＋4，6n＋5，（n是自然数），

　　其中6n，6n＋2，6n＋4都是偶数，又3│6n＋3．

　　∴不小于5的质数只可能是6n＋1，6n＋5．

　　又自然数除以6余数是5的这类数换一记法是：6n－1，

　　∴（不小于5的质数）2－1＝（6n±1）2－1

　　＝36n2±12n＝12n（3n±1），

　　这里n与（3n±1）奇偶性不同，其中定有一个偶数，

　　∴2│n（3n±1），

　　∴24│12n（3n±1）．

　　∴结论成立．

　　说明：按同余类造抽屉是解竞赛题的常用方法．

　　例10 任给七个不同的整数，证明其中必有两个数，其和或差是10的倍数。
　　分析  首先考虑什么样的两个整数的和或差可以被10整除．设两个整数a、 b，若a≡b（mod 10），则10│（a－b）；若 a≡r（mod 10），而 b≡10－r（mod 10），则 10│（a＋b），只有这两种情况．但是如果按整数除以10的余数造抽屉，就有十个抽屉，对于已知条件中给定的七个数无法应用抽屉原理，所以要考虑如何造六个抽屉。根据首先考虑的两个整数被10除的两种情况，可以把余数之和等于10的并成一类，这样分为：10k、 10k±1、 10k±2、 10k±3、10k±4、 10k±5六类，恰好构造六个抽屉，再应用抽屉原理可解此题．

　　证明：根据整数n≡r（mod 10）构造六个抽屉如下：

　　r＝0的数；r＝5的数；r＝1或9的数；r＝2或8的数；r＝3或7的数；r＝4或6的数．

　　这样任给定的七个整数按照除以10的余数r，放入六个抽屉中，必有一个抽屉中至少有两个数．这两数的和或差必是10的倍数。
习题八

　　1．甲、乙两校联合组织学生乘车去春游，每辆车可以乘36人，两校各自坐满若干辆车后，甲校余下的13人与乙校余下的人恰好又坐满一辆车。春游中甲校的每位同学分别与乙校的每位同学合一张影留念．如果每卷胶卷可拍36张照片，问：拍完最后一张照片后，相机里的胶卷还可以拍几张？（提示：这题相当于：甲数除以36余13，乙数除以36余23，若甲、乙之积除以 36的余数为r，求 36－r＝？）．

　　2．求19931994÷7的余数．

　　3．求证：32000＋41993≡0（mod 5）．

    4，能被33整除的六位数
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有多少个？
　　5．求满足除以5余2，除以7余4，除以11余3的最小三位数．

　　6．70个数排成一行，除了两头的两个数以外，每个数的三倍恰好等于它两边两个数的和．这一行最左边的几个数是：0，1，3，8，21，…．问最右边的一个数被6除的余数是几？（提示：计算数列的各项除以6的余数，找规律）

　　7．任意选出6个不同的自然数，证明其中总有两个数，它们的差是5的倍数。
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