
  

  

北京市海淀区 2008-2009 学年第一学期期末练习 

高三数学（理科）  

 

一、选择题：本大题共 8小题,每小题 5分,共 40分.在每小题列出的四个选项中,选出符合题目要求的一项.  

1．已知全集U ， A B ，那么下列结论中可能不成立的是（    ） 

A． A B A    B． A B B   C．  U A B      D．  U B A  

2．抛物线
22y x 的准线方程为                  （    ） 

A．
1

8
y          B．

1

4
y         C．

1

2
y          D． 1y     

3．将函数 cos 2y x的图象按向量 ( ,1)
4

a


平移后得到函数 f x 的图象，那么（    ） 

A． sin 2 1f x x      B． sin 2 1f x x  

C． sin 2 1f x x    D． sin 2 1f x x  

4．在 ABC 中，角 A、B、C所对的边分别为a、b、c，如果 ac 3 ， 30B ，那么角C等于（    ） 

A．120         B．105           C．90             D．75  

5．位于北纬 x度的 A、B两地经度相差90，且 A、B两地间的球面距离为
3

R

（R为地球半径），那

么 x  等于                  （    ） 

A．30         B． 45            C． 60     D．75 

6．已知定义域为R的函数 f x ，对任意的 Rx 都有
1

( 1) ( ) 2
2

f x f x 恒成立，且
1

( ) 1
2

f ，

则 (62)f  等于  （    ） 

A．1         B． 62            C． 64           D．83  

7．已知 , 1,2,3,4,5  ，那么使得sin cos 0  的数对 ,  共有（    ） 

A． 9个        B． 11个           C．12个            D． 13个 

8．如果对于空间任意 2n n 条直线总存在一个平面，使得这n条直线与平面所成的角均相等，那

么这样的n   （    ） 

A．最大值为 3      B．最大值为 4      C．最大值为 5     D．不存在最大值 
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二、填空题:本大题共 6小题,每小题 5分,共 30分.把答案填在题中横线上. 

9．
2

2 4 6 2
lim
n

n

n
=             . 

10．如果
1, 1

0, 1

  

  

x
f x

x

，

，
 那么 2f f            ；不等式

1
2 1

2
f x 的解集是         . 

11．已知点 1F 、 2F 分别是双曲线的两个焦点， P为该双曲线上一点，若 1 2PF F 为等腰直角三角形，则

该双曲线的离心率为_____________. 

12．若实数 x、y满足

2 0,

,

,

x y

y x

y x b

 



   

 且 2z x y的最小值为 3，则实数b的值为                     . 

13．已知直线 0 myx 与圆
2 2 2x y 交于不同的两点 A、B，O是坐标原点，| | | |OA OB AB ，

那么实数m的取值范围是                          . 

14．已知：对于给定的
*q N 及映射

*: , Nf A B B ．若集合C A，且C中所有元素对应的象之和

大于或等于q，则称C为集合 A的好子集． 

① 对于 2q  ， , ,A a b c ，映射 : 1,f x x A，那么集合 A的所有好子集的个数为          ；  

② 对于给定的q， 1,2,3,4,5,6,A  ，映射 :f A B的对应关系如下表： 

x  1 2 3 4 5 6   

f x  1 1 1 1 1 y  z  

若当且仅当C中含有和至少 A中 2个整数或者C中至少含有 A中 5个整数时，C为集合 A的好子集．写

出所有满足条件的数组 , ,q y z ：                      ． 

三、解答题: 本大题共 6小题,共 80分.解答应写出文字说明, 演算步骤或证明过程. 

15．（本小题共 12分）已知函数
2 2( ) sin 2 3sin( )cos( ) cos 3

4 4
f x x x x x

 
      . 

（Ⅰ）求函数 )(xf 的最小正周期和单调递减区间； 

（Ⅱ）求函数 )(xf 在
25

,
12 36


 上的最大值和最小值并指出此时相应的 x的值. 
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16．（本小题共 12 分）已知函数 )(xg 是
2( ) ( 0)f x x x 的反函数，点 ),( 00 yxM 、 ),( 00 xyN 分别是

)(xf 、 )(xg 图象上的点， 1l 、 2l 分别是函数 )(xf 、 )(xg 的图象在 NM , 两点处的切线，且 1l ∥ 2l ． 

（Ⅰ）求M 、 N 两点的坐标； 

（Ⅱ）求经过原点O及M 、N 的圆的方程． 

 

 

 

17．（本小题共 14分）已知正三棱柱 111 CBAABC  中，点D是棱 AB的中点， 11, 3BC AA . 

（Ⅰ）求证： //1BC 平面 DCA1 ； 

（Ⅱ）求 1C 到平面 1A DC的距离； 

（Ⅲ）求二面角 1D AC A的大小.  

 

 

 

18．（本小题共 14分） 

某种家用电器每台的销售利润与该电器的无故障使用时间T （单位：年）有关. 若 1T ，则销售利

润为 0元；若 31  T ，则销售利润为 100元；若 3T ，则销售利润为 200元. 设每台该种电器的无故

障使用时间 1T ， 31  T 及 3T 这三种情况发生的概率分别为 321 ,, ppp ，又知 21, pp 是方程

01525 2  axx 的两个根，且 32 pp  . 

（Ⅰ）求 321 ,, ppp 的值； 

（Ⅱ）记表示销售两台这种家用电器的销售利润总和，求 的分布列； 

（Ⅲ）求销售两台这种家用电器的销售利润总和的平均值. 

 

 

D C1

B1

A1

C

B

A



  

  

 

19．（本小题共 14分）已知点 0,1A 、 0, 1B ，P是一个动点，且直线PA、PB的斜率之积为
1

2
. 

（Ⅰ）求动点P的轨迹C的方程； 

（Ⅱ）设 2,0Q ，过点 1,0 的直线 l交C于M 、N 两点， QMN 的面积记为 S ，若对满足条件的

任意直线 l，不等式 tanS MQN 恒成立，求的最小值. 

 

 

20．（本小题共 14 分）如果正数数列 na 满足：对任意的正数 M，都存在正整数 0n ，使得
0na M ，则

称数列 na 是一个无界正数列． 

（Ⅰ）若  3 2sin( ) 1,2,3,na n n   ， 

1
,         1,3,5, ,

1
,   2,4,6, ,

2

n

n
n

b
n

n




 
 



分别判断数列 na 、 nb 是否

为无界正数列，并说明理由；  

（Ⅱ）若 2na n  ，是否存在正整数 k，使得对于一切n k ，有
1 2

2 3 1

1

2

n

n

aa a
n

a a a 

     成立； 

（Ⅲ）若数列 na 是单调递增的无界正数列，求证：存在正整数m，使得

1 2

2 3 1

2009
m

m

m
aa a

a a a 

    ． 

 



  

  

北京市海淀区 2008-2009学年第一学期期末练习 

高三数学（理科）参考答案及评分标准 2009.01 

一、选择题（本大题共 8小题,每小题 5分,共 40分） 

CABAB DDA 

二、填空题（本大题共 6小题，每小题 5分.有两空的小题，第一空 3分，第二空 2分，共 30分） 

（9）1  （10）1，[0,1]   （11） 2 1 （12）
9

4
（13） ( 2, 2] [ 2,2)    （14） 4， (5,1,3)  

三、解答题（本大题共 6小题,共 80分） 

(15)（本小题共 12分） 

解：（Ⅰ）
2 2( ) sin 2 3sin( )cos( ) cos 3

4 4
f x x x x x

 
       

            
22 3sin ( ) cos 2 3

4
x x


     

3 sin 2 cos 2x x                         

            2sin(2 )
6

x


                    ………………………………………………4分 

         所以
2

2
T


 .                      ………………………………………………5分 

          由
3

2 2 2
2 6 2

Zk x k k
  

  得 

5

3 6
Zk x k k

 
                   

      所以函数 )(xf 的最小正周期为 ，单调递减区间为
5

[ , ]
3 6

k k
 

  ( )kZ .  

                                               ………………………………………………7分 

 （Ⅱ）由（Ⅰ）有 2sin(2 )
6

f x x


. 

         因为
25

,
12 36

x


 ， 

        所以
11

2 ,
6 3 9

x
 

 . 

         因为
4 11

sin( ) sin sin
3 3 9


  ， 

所以当
12

x

时，函数 )(xf 取得最小值 3；当

3
x


时，函数 )(xf 取得最大值 2. 



  

  

                                      ………………………………………………12分 

（16）（本小题共 12分） 

解：（Ⅰ）因为
2( ) ( 0)f x x x ，所以 ( ) ( 0)g x x x . 

          从而 ,2)( xxf   
1

( )
2

g x
x

.      ………………………………………………3分 

         所以切线
21 , ll 的斜率分别为 ,2)( 001 xxfk 

0

02
2

1
)(

y
ygk  . 

       又 2

0 0 0( 0)y x x ，所以 2

0

1

2
k

x
.      ………………………………………………4分 

         因为两切线 21 , ll 平行，所以 21 kk  .    ………………………………………………5分 

从而 2

0(2 ) 1x . 

因为 0 0x ， 

所以 0

1

2
x . 

        所以 NM , 两点的坐标分别为 )
2

1
,

4

1
(),

4

1
,

2

1
( .   ………………………………………7分 

（Ⅱ）设过O、M 、 N 三点的圆的方程为： 2 2 0x y Dx Ey F     . 

因为圆过原点，所以 0F  .因为M 、N 关于直线 y x 对称，所以圆心在直线 y x 上. 

所以D E . 

又因为
1 1

( , )
2 4

M 在圆上，  

所以
5

12
D E   . 

所以过O、M 、 N 三点的圆的方程为： 2 2 5 5
0

12 12
x y x y    .  ………………12分 

（17）（本小题共 14分） 

（Ⅰ）证明：连结 1AC 交 1AC于点G，连结DG . 

在正三棱柱 111 CBAABC  中，四边形 1 1ACC A 是平行四边形， 

∴ 1AG GC . 



  

  

∵ AD DB ， 

∴DG∥ 1BC .   ………………………………………2分 

      ∵DG 平面 1A DC， 1BC 平面 1A DC，  

∴ 1BC ∥平面 1A DC .        

………………………………………4分 

解法一：（Ⅱ）连结 1DC ，设 1C 到平面 1A DC的距离为h . 

∵四边形 1 1ACC A 是平行四边形， 

      ∴
1 1 1ACA A CCS S  . 

∴
1 1 1D ACA D ACCV V  . 

∵
1 1 1

1 1

3 8
D ACA A ACD ACDV V S AA      ， 

∴
1 1

1

8
C A CDV   .                                ………………………………………6分 

在等边三角形 ABC中，D为 AB的中点， 

∴
3

,
2

CD CD AB . 

∵ AD是 1A D在平面 ABC内的射影， 

∴ 1CD A D .                            ………………………………………8分 

∴
1

1 39

2 8
A DC

DC DA
S


  . 

∴ 1 1

1

3 39

13

C A DC

A DC

V
h

S





  .                     ………………………………………9分 

（Ⅲ）过点D作DE AC 交 AC于E，过点D作 1DF AC 交 1AC于 F ，连结EF . 

∵平面 ABC 平面 1 1ACC A ，DE 平面 ABC，平

面 ABC 平面 1 1ACC A AC ， 
F

E

D C1

B1

A1

C

B

A

G
D C1

B1

A1

C

B

A



  

  

      ∴DE 平面 1 1ACC A . 

∴EF是DF在平面 1 1ACC A 内的射影.  

∴ 1EF AC . 

∴ DFE是二面角 1D AC A的平面角.         ………………………………………12分 

在直角三角形 ADC中，
3

4

AD DC
DE

AC
. 

同理可求： 1

1

39

8

A D DC
DF

AC
. 

∴
2 13

sin
13

DE
DFE

DF
. 

∵ 0,
2

DFE

， 

∴
2 13

arcsin
13

DFE .                      ………………………………………14分 

                    

解法二：过点 A 作 AO BC 交 BC 于 O ，过点 O 作

OE BC 交 1 1B C 于E .因为平面 ABC 平面 1 1CBB C ，所

以 AO 平面 1 1CBB C .分别以 , ,CB OE OA所在的直线为 x

轴， y 轴， z 轴建立空间直角坐标系，如图所示 .因为

11, 3BC AA ， ABC 是等边三角形，所以O为BC

的中点 .则  0,0,0O ，
3

0,0,
2

A
 
  
 

，
1

,0,0
2

C
 
 
 

，

1

3
0, 3,

2
A
 
  
 

，
1 3

( ,0, )
4 4

D ， 1

1
, 3,0

2
C
 
 
 

.         ………………………………………6分 

（Ⅱ）设平面 1A DC的法向量为  , ,n x y z ，则 

EO

z

y

x

D C
1

B
1

A1

C

B

A



  

  

1

0,

0.

n CD

n AC

  


 

 

∵
3 3

( ,0, )
4 4

CD  ， 1

1 3
( , 3, )

2 2
AC     ， 

∴

3 3
0,

4 4

1 3
3 0.

2 2

x z

x y z


 




   


 

取 3x  ，得平面 1A DC的一个法向量为  3,1, 3n   .  ………………………………………8分 

 ∴ 1C 到平面 1A DC的距离为： 1 39

13

CC n

n


 .         ………………………………………10分 

 (Ⅲ)解：同（Ⅱ）可求平面 1ACA 的一个法向量为  1 3,0, 1n   .  …………………………12分 

设二面角 1D AC A的大小为，则 1

6 3 13
cos cos ,

1313 2
n n    


. 

∵  0,  ， 

∴
3 13

arccos
13

  .                                 ………………………………………14分 

（18）（本小题共 14分） 

解：（Ⅰ）由已知得 1321  ppp . 

 32 pp  ,  12 21  pp . 

 21, pp 是方程 01525 2  axx 的两个根, 


5

3
21  pp . 


5

1
1 p ,

5

2
32  pp .                              ………………………………………3分 

（Ⅱ）的可能取值为 0，100，200，300，400.          ………………………………………4分 

 0P =
25

1

5

1

5

1
 , 



  

  

 100P =
25

4

5

2

5

1
2  , 

 200P =
25

8

5

2

5

2

5

2

5

1
2  , 

 300P =
25

8

5

2

5

2
2  , 

 400P =
25

4

5

2

5

2
 .                            ………………………………………9分 

随机变量的分布列为： 

  0 100 200 300 400 

P  

25

1
 

25

4
 

25

8
 

25

8
 

25

4
 

                                                    ………………………………………11分 

（Ⅲ）销售利润总和的平均值为 

E =
25

4
400

25

8
300

25

8
200

25

4
100

25

1
0  =240. 

销售两台这种家用电器的利润总和的平均值为 240元.                 

 ………………………………………14分 

    注：只求出E ，没有说明平均值为 240元，扣 1分. 

（19）（本小题共 14分） 

解：（Ⅰ）设动点P的坐标为 ,x y ，则直线 ,PA PB的斜率分别是
1 1

,
y y

x x
. 

由条件得
1 1 1

2

y y

x x
. 

即
2

2 1 0
2

x
y x . 

所以动点P的轨迹C的方程为
2

2 1 0
2

x
y x . ………………………………………5分 

注：无 0x 扣 1分.                          

（Ⅱ）设点 ,M N的坐标分别是 1 1 2 2, , ,x y x y . 

当直线 l垂直于 x轴时，
2

1 2 1 2 1

1
1, ,

2
x x y y y . 

所以 1 1 2 2 1 12, , 2, 2,QM x y QN x y x y . 



  

  

所以
2 2

1 1

17
2

2
QM QN x y .              ………………………………………7分 

当直线 l不垂直于 x轴时，设直线 l的方程为 1y k x , 

由

2
2 1,

2

( 1)

x
y

y k x

得
2 2 2 21 2 4 2 2 0k x k x k . 

所以   
21

22
,   

21

4
2

2

212

2

21
k

k
xx

k

k
xx







 .       ………………………………………9分 

所以 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 2 2 4QM QN x x y y x x x x y y . 

因为 1 1 2 21 , 1y k x y k x ， 

所以
2 2 2

1 2 1 2 2

17 13 17
1 2 4

2 22 1 2
QM QN k x x k x x k

k
. 

综上所述 QNQM  的最大值是
2

17
.                 ………………………………………11分 

因为 tanS MQN 恒成立,  

即
1 sin

| | | | sin
2 cos

MQN
QM QN MQN

MQN
  恒成立. 

由于
2

17 13
0

2 2 1 2
QM QN

k
. 

所以cos 0MQN . 

所以 2QM QN   恒成立.                        ………………………………………13分 

所以的最小值为
17

4
.                             ………………………………………14分 

注：没有判断 MQN 为锐角，扣 1分. 

（20）（本小题共 14分） 

解：（Ⅰ） na 不是无界正数列．理由如下： 

取 M = 5，显然 3 2sin( ) 5na n   ，不存在正整数 0n 满足
0

5na  ； 



  

  

 nb 是无界正数列．理由如下： 

对任意的正数 M，取 0n 为大于 2M 的一个偶数，有
0

0 1 2 1

2 2
n

n M
b M

 
   ，所以 nb 是无

界正数列．                                        ………………………………………4分 

（Ⅱ）存在满足题意的正整数 k .理由如下： 

当 3n 时， 

因为 1 2

2 3 1

n

n

aa a
n

a a a 

 
    
 

3 2 12 1

2 3 1

n n

n

a a a aa a

a a a





 
     

1 1 1 1 1 1 1

4 5 3 4 5 6 2n
       


， 

即取 3k  ，对于一切n k ，有
1 2

2 3 1

1

2

n

n

aa a
n

a a a 

     成立. ……………………9分 

注：k为大于或等于 3的整数即可. 

（Ⅲ）证明：因为数列 na 是单调递增的正数列， 

所以 1 2

2 3 1

n

n

aa a
n

a a a 

 
    
 

3 2 12 1

2 3 1

n n

n

a a a aa a

a a a





 
     

3 2 1 1 12 1 1

1 1 1 1 1

1n n n

n n n n n

a a a a a aa a a

a a a a a

 

    

  
       . 

即
1 2 1

2 3 1 1

1n

n n

aa a a
n

a a a a 

      . 

因为 na 是无界正数列，取 12M a ，由定义知存在正整数 1n ，使
1 1 12na a  . 

所以 1

1

1 2
1

2 3 1

1

2

n

n

aa a
n

a a a 

     . 

由定义可知 na 是无穷数列，考察数列
1 1na  ， 1 2na  ， 1 3na  ，…，显然这仍是一个单调递增的无

界正数列，同上理由可知存在正整数 2n ，使得  1 1 2

1 1 2

1 2

2 1

2 3 1

1

2

n n n

n n n

a a a
n n

a a a

 

  

      . 

重复上述操作，直到确定相应的正整数 4018n . 



  

  

则 4018

4018

1 2
1 2 1 4018 4017

2 3 1

1 1 1

2 2 2

n

n

aa a
n n n n n

a a a 

     
                

     
                     

4018 2009n  . 

   即 存 在 正 整 数 4018m n ， 使 得
1 2

2 3 1

2009
m

m

m
aa a

a a a 

    成

立.                                            ………14分 

 


