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第十八届华罗庚金杯少年数学邀请赛
初赛试题C（小学高年级组）
（时间: 2013 年3月23日）
一、选择题 (每小题 10 分, 满分60分. 以下每题的四个选项中, 仅有一个是正确的, 请将表示正确答案的英文字母写在每题的圆括号内.)
如果
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（其中m与n为互质的自然数）, 那么m+n的值是（   ）. 
（A）1243  （B）1343  （C）4025  （D）4029

解答：B。
    在考试中，选择恰当的方法很重要。这道题，看到这道题后，我第一个想法就是归纳。
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、写完前三个，发现第二个算式很不和谐，又写出了第四个，仔细一想，原来第二个可以写成
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，规律找到了，分子是原式中分子部分的一个因数，分母比分子大3！答案一定是
[image: image7.wmf]2013
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，很简单，第一题是很容易的年份题，等等，年份2013这个数是我们非常熟悉的，2013=3×11×61，是3的倍数，那么加3不还是3的倍数么？可以约分，所以最后的答案是
[image: image8.wmf]2013671

2016672

=

所以选B！
如果本题需要详细的过程，那么用规纳的方法是不合适的，因为这是不完全归纳法，你这么知道前几个适用的情况下，最后的2013也适用呢，所以最正确的方法是这样思考：如果这道题直接计算，分别算出分子分母，然后必然需要一个约分的过程（从选项可以看出），那么就太麻烦了，如果不计算出最后结果就可以约分，是件好事儿，那么转化分子还是转化分母呢？我们都知道，当分子分母都是乘法的形式，是比较好约分的，所以要转化分母，要在分母中“凑”出2013.具体过程是这样的：
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这个题做完了，很容易得分的一道题，也是容易马虎的一个题，如果不仔细读题，忽略了“m与n为互质的自然数”，那么就容易把答案写成D。
甲、乙、丙三位同学都把25克糖放入100克水中混合成糖水, 然后他们又分别做了以下事情:

[image: image11]
最终,（   ）得到的糖水最甜.
（A）甲    （B）乙     （C）丙    （D）乙和丙
解答：C。
根据题意和我们所学过的公式，可以分别求出三人得到的糖水的最终浓度！
(1) 甲配得的糖水含糖率：
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(2) 乙配得的糖水含糖率：
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(3) 丙配得的糖水含糖率：
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所以，丙最甜！其实我们还可以用另一种方法来解答，如果对概念理解的比较清晰的话，我们可以知道，向共同的糖水中加另一种糖水，加的糖水的浓度越大，糖水质量越多就越甜。甲又加入的是浓度为：20%的糖水50克
乙又加入的是浓度为20÷（20+30）=40%的糖水50克
丙又加入的是浓度为2÷（2+3）=40%的糖水100克
很明显，丙往里面加的糖水更甜，更多，所以最甜的一定是丙。
一只青蛙8点从深为12米的井底向上爬, 它每向上爬3米, 因为井壁打滑, 就会下滑1米, 下滑1米的时间是向上爬3米所用时间的三分之一.  8点17分时, 青蛙第二次爬至离井口3米之处, 那么青蛙从井底爬到井口时所花的时间为（   ）分钟. 
（A）22    （B）20     （C）17    （D）16
解答：A。
无论上还是下，每一米所用的时间都是一样的，根据题意，每向上爬3米会下降1米，我们列一个表格。
	青蛙实际高度
	3
	2
	5
	4
	7
	6
	9
	8
	9
	11
	10
	12

	向上爬
	3
	0
	3
	0
	3
	0
	3
	0
	1
	2
	0
	2

	向下滑
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	0


从上表可以看出，当第二次到达了离井口3的地方的时候，青蛙运动了，3×4+1+1×4=17米。而当这只青蛙跳出井口的时候共走了3×5+2+1×5=22米。根据题意17÷17×22=22分钟。
已知正整数A分解质因数可以写成
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, 其中
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 是自然数. 如果A的二分之一是完全平方数, A的三分之一是完全立方数,  A的五分之一是某个自然数的五次方, 那么 
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 的最小值是（   ）.

（A）10    （B）17     （C）23    （D）31

解答：D。
根据“A的二分之一是完全平方数”可以知道，（
[image: image20.wmf]a

-1）、
[image: image21.wmf]b

、
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都是2的倍数。
根据“A的三分之一是完全立方数”可以知道，
[image: image23.wmf]a

、（
[image: image24.wmf]b

-1）、
[image: image25.wmf]g

都是3的倍数。
根据“A的五分之一是某个自然数的五次方”可以知道，
[image: image26.wmf]a
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、（
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-1）都是5的倍数。
同时满足三个条件的
[image: image29.wmf]a

的最小值恰好是[3,5]=15；
[image: image30.wmf]b

的最小值恰好是[2,5]=10；
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的最小值恰好是[2,3]=6。所以，
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 的最小值是15+10+6=31。
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今有甲、乙两个大小相同的正三角形, 各画出了一条两边中点的连线. 如图, 甲、乙位置左右对称, 但甲、乙内部所画线段的位置不对称. 从图中所示的位置开始, 甲向右水平移动, 直至两个三角形重叠后再离开. 在移动过程中的每个位置, 甲与乙所组成的图形中都有若干个三角形. 那么在三角形个数最多的位置, 图形中有（   ）个三角形.
（A）9    （B）10    （C）11  （D）12
[image: image51.png]


解答：C。
可以把所有的情况都画出来然后通过比较找出三角形最多的图形，再仔细的数一下，发现有11个，所有的图如下：
[image: image52.png]


还有一种办法，如果没有三角形内部的两条线捣乱的话，那么这个题就简单多了，我们从简单的情况入手！当没有三角形内部的两条线时，这两个三角形在移动的过程中，最多可以有8个三角形（如图1），在这种情况下再按照题中条件，再填两条线，在不与已有边重合的情况下，至少多2个三角形（如图2），而最多只能多3个（如图3）。
[image: image53.png]<>




从1～11这11个整数中任意取出6个数, 则下列结论正确的有（   ）个.

① 其中必有两个数互质; 
② 其中必有一个数是其中另一个数的倍数;
③ 其中必有一个数的2倍是其中另一个数的倍数.
（A）3    （B）2    （C）1   （D）0
解答：B。
对于“任意…必有”这样的语句，应该考虑到“抽屉原理”。如果需要证明结论正确的话，那就要构造抽屉，而抽屉的个数，应该是小于6的！看题：
第一句说必有两个数互质，如果这是正确的话，那么就要构造出小于6的抽屉，且每一组抽屉中的数一定是两两互质的，而很容易想到，每相邻的两个数都是互质的，所以可以这样构造（1,2,3）（4,5）（6,7）（8,9）（10,11）其实构造的方法不是唯一的，还有很多构造方法如：【（1,3,4）（2,9）（8，11）（5，6）（7,10）】；
第二句很容易举出反例，（6、7、8、9、10、11）最大的六个数就没有倍数关系，同样的还有：（4、5、6、7、9、11）；
第三句，根据第二句话的反例，可以看出，第三句话是成立的，那么就要严谨的证明一下，还是要构造抽屉，按照什么构造呢，可以按照1到11中的5个质因数来构造5个抽屉，1放在哪个抽屉里都可以,（1,2,4,8）（3,6,9）（5,10）（7）（11）这五个抽屉中，要任意取6个数，必有两个数在同一个抽屉中，就必满足其中一个数的2倍是另一个数的倍数。
所以有两句是正确的，最后的答案是B。
二、填空题 (每小题 10 分, 满分40分)
有四个人去书店买书, 每人买了4本不同的书, 且每两个人恰有2本书相同, 那么这4个人至少买了_______种书.

解答：7。
从简单的情况思考，若只有两个人，那么为了符合题意，一定有6本不同的书，我们可以给这6本数编号为1、2、3、4、5、6，那么设甲买的是1、2、3、4，乙买的是1、2、5、6.这时候又来了第三个人，我们称呼他为丙，这是丙为了符合题意，他可以选择不买其他的书，他买编号为3、4、5、6也符合题意，这时要注意的是，当三个人，只买6本书的时候，当甲、乙买的书确定之后，丙购买的编号是唯一的，就是丙不能买甲、乙都买的书，如果他买了一本甲乙都买的书，那么他就必须再买一本他自己“独有”的书！列一个表格让我刚才说的更清晰：
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	甲
	√
	√
	√
	√
	
	

	乙
	√
	√
	
	
	√
	√

	丙
	
	
	√
	√
	√
	√


把3个人的情况弄明白之后，看四个人的，这时丁来了，站在刚才丙的角度思考，他至少要有一本“独有”的书了，所以4个人的时候至少是7本，可以给出构造如下：
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	甲
	√
	√
	√
	√
	
	
	

	乙
	√
	√
	
	
	√
	√
	

	丙
	
	
	√
	√
	√
	√
	

	丁
	√
	
	√
	
	√
	
	√


即甲买的书编号为（1, 2, 3, 4）, 那么乙买的书的编号为（1, 2, 5, 6）, 为使种数最少, 丙买的书的编号为（3, 4, 5, 6）, 此时丁可以买（1, 3, 5, 7）.

[image: image54.png]


每天, 小明上学都要经过一段平路AB、一段上坡路BC 和一段下坡路 CD （如右图）. 已知AB:BC:CD = 1:2:1, 并且小明在平路、上坡路、下坡路上的速度比为3:2:4. 那么小明上学与放学回家所用的时间比是        .
解答：
[image: image33.wmf]16

19

。
简单的赋值法可以计算出结果，设AB是100米，那么BC的路程就是200米，CD的路程就是100米；设小明平路的速度是3米/秒，那么他上坡路、下坡路上的速度就分别是2米/秒、4米/秒.根据赋值来计算，
小明上学的时间是：
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小明放学回家的时间是：
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所以时间比为
[image: image36.wmf]47540019
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如果觉得赋值法不够严谨的话，那么可以设
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所以
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黑板上有11个1, 22个2, 33个3, 44个4. 做以下操作: 每次擦掉3个不同的数字,并且把没擦掉的第四种数字多写2个. 例如: 某次操作擦掉1个1, 1个2, 1个3, 那就再写上2个4. 经过若干次操作后, 黑板上只剩下3个数字, 而且无法继续进行操作, 那么最后剩下的三个数字的乘积是        .

解答：12。
仔细阅读题中所说的操作，会发现无论如何操作，任意两种数的个数的差只有不变，加3和减3三种情况！（比如说1和2的个数，无论怎样操作，对于这两个数的个数只有3类情况，要么同时减少一个；要么1的个数加2个，2的个数少一个；要么1的个数少1个，2的个数加2个）。那么继续，看1的个数和2的个数，用2的个数减去1的个数，他们的差是22-11=11，11除以3的余数是2，那就是说当数字2的个数比1的个数多时，他们的差一定是除以3余2的；但如果数字1的个数比2多的话，那么这个差除以3的余数一定是1，（可以试着操作几次，让1的个数多与2的个数）。这样都算下来比较麻烦，观察一些特殊的，不用分类讨论的，可以发现1的个数和4的个数，它们的差是33，正好是3的倍数，也就是说，操作到最后，剩下的1的个数和4的个数要么一样多，要么个数差3。再根据题意，最后只剩下3个数，如果1的个数为3，那么2的个数必然为2，不合题意。如果的个数为3，而1和2不可能都为0个，所以操作到最后时1的个数和4的个数都只能为0，而2的个数一定是2，那么3的个数就是1，所以剩下的三个数是2个2和1个3，他们乘积是12.
这个题，说了好多，其实就是考察模3同余的问题。同余是数论问题中比较难的一部分，而华杯中的数论问题是不可缺少的，看完答案的同学，如果你可以走进决赛，那就一定要在数论中再下一番功夫，功夫的重点在用代数式的形式解决数论问题，还有就是同余的应用等。
[image: image55.png]


如右图, 正方形ABCD被分成了面积相同的8个三角形, 如果DG = 5, 那么正方形ABCD面积是        .

解答：64。
题中只给出了一个具体数据DG=5，要求出正方形的面积，我们可以用一个未知数x作为过渡，找到DG和正方形边长的关系，关系有了，就可以求出边长，进而求出面积。设边长是8x。
   
[image: image46.wmf]SS
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所以BI=AH，若整个正方形的面积是8份的话，△ADH的面积是1份，AH是AB的
[image: image47.wmf]1
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，即AH=BI=2x，HI=4x，如果连接CH，那么△CHI的面积是△CBI的2倍，就是2份，而△FHI的面积是1份，所以CF=FI，进行不下去了，要向DG靠拢，所以做条[image: image56.png]C
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辅助线：延长FG交DH于N,  DA于M（如右图） 根据燕尾模型，DN=NH，在梯形CDHI中，CF=FI,DN=NH，所以FN与CD、HI平行（平行线分线段成比例），所以DM=MA
平行后，FG与HI之间的距离相等，而
[image: image48.wmf]SS
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所以FG=HI=4x
又因为三角形FDG的面积是三角形DGN面积的2倍, 所以GN=2x
根据对称性可知, NM = (8x－6x)÷2 = x, 所以GM = 3x.
在直角三角形GDM中,  DG = 5x. 又因为 DG = 5所以 x = 1.
最终, 正方形的面积为8×8 = 64.
最后一题的难度比较大，考察了很多图形类的知识，里面有很多5年级秋季班学过的几何模型。还用到了平行线分线段的比例关系。作为高年级的试题，与比相关的试题是必不可少的，本次初赛中，已经有3道题涉及到了比，而且难度各不相同，相比较，初赛的行程题简单了一些，那么在复赛中，同学们要小心了，强烈建议多复习一些与比例相关的行程问题！
再加入50克含糖率20%的糖水. 





再加入20克糖和30克水.





再加入100克糖与水的比是2:3的糖水.








_1234567905.unknown

_1234567913.unknown

_1234567921.unknown

_1234567925.unknown

_1234567929.unknown

_1234567931.unknown

_1234567933.unknown

_1234567935.unknown

_1234567936.unknown

_1234567934.unknown

_1234567932.unknown

_1234567930.unknown

_1234567927.unknown

_1234567928.unknown

_1234567926.unknown

_1234567923.unknown

_1234567924.unknown

_1234567922.unknown

_1234567917.unknown

_1234567919.unknown

_1234567920.unknown

_1234567918.unknown

_1234567915.unknown

_1234567916.unknown

_1234567914.unknown

_1234567909.unknown

_1234567911.unknown

_1234567912.unknown

_1234567910.unknown

_1234567907.unknown

_1234567908.unknown

_1234567906.unknown

_1234567897.unknown

_1234567901.unknown

_1234567903.unknown

_1234567904.unknown

_1234567902.unknown

_1234567899.unknown

_1234567900.unknown

_1234567898.unknown

_1234567893.unknown

_1234567895.unknown

_1234567896.unknown

_1234567894.unknown

_1234567891.unknown

_1234567892.unknown

_1234567890.unknown

