第十八届华罗庚金杯少年数学邀请赛决赛试题B

（小学高年级组）

填空题（每小题10分，共80分）
计算: 
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【难度】☆
【考察知识点】计算：提公因数

【答案】50
【解析】
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农谚‘逢冬数九’讲的是，从冬至之日起，每九天分为一段，依次称之为一九，二九，……，九九，冬至那天是一九的第一天。2012年12月21日是冬至，那么2013年2月10日是____九的第_____天。

【难度】☆
【考察知识点】周期问题

【答案】六、七
【解析】

12月21日到31日有：
[image: image3.wmf]3121111
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天；1月份有31天；2月1日到2月10日有10天。所以从2012年12月21日到2013年2月10日经过
[image: image4.wmf]11311052
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，所以是2013年2月10日是六九的第七天。
 某些整数分别被
[image: image6.wmf]57911
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除后，所得的商化作带份数时，分数部分分别是
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，则满足条件且大于1的最小整数为____．
【难度】☆☆
【考点】余数问题
【答案】3466
【解析】
法一：

设这个整数为n，则有
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，由余数的可乘性可以看出，因为
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，所以
[image: image13.wmf](

)

1mod5

n

º

；同理，
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，故
[image: image17.wmf]1

n

-

是7，8，9，10的公倍数，且n不等于1，故n最小为
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如图所示，
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分别是正方形
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的边
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和对角线
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上的点，且
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的面积为25，那么三角形的面积是         ．
【难度】☆☆☆
【考点】几何
【答案】6.5
【解析】连接
[image: image26.wmf]DQ

，正方形
[image: image27.wmf]ABCD

的面积为25，故边长为5，
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因为
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所以
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所以
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有一箱苹果，甲班分，每人3个还剩10个；乙班分，每人4个还剩11个；丙班分，每人5个还剩12个，那么这箱苹果至少有         个．
【难度】☆☆
【考点】余数问题
【答案】67
【解析】设甲班有x人，乙班有y人，丙班有z人，共有A个苹果，可得
[image: image34.wmf]310411512
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，可以看出
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，利用逐级满足法，如下：
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但是A显然要大于12，故最小的A应该为
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【点评】本题并没有说明一定要尽可能地多分，故在每人分5个的情况下，丙班虽然只有11人，依然可以剩12个不分．
两个大小不同的正方体积木粘在一起，构成右图所示的立体图形，其中，
小积木的粘贴面的四个顶点分别是大积木的粘贴面各边不是中点的一个四等
分点。如果大积木的棱长为4，则这个立体图形的表面积为         ．
【难度】☆☆
[image: image144.emf]【考点】三视图；弦图
【答案】136
【解析】容易看出，这个立体图形的表面积就是大正方体的表面积加上小正
方体四个面的面积。大正方体的表面积为
[image: image39.wmf]446=96
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，而如图所示，利用弦
图小正方体的一个面的面积为
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，故整个表面积为
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甲、乙两车分别从A，B两地同时出发相向而行，甲车每小时行40千米，乙车每小时60千米，。两车分别到达B地和A地后，立即返回．甲车的速度增加二分之一，乙车的速度不变.已知两次相遇处的距离是50千米，则A、B两地的距离为         千米．
[image: image145.emf]B
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【难度】☆☆
【考点】行程
【答案】
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【解析】根据题意，
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故可以得到
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，由于路程一定，所以时间
比为
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，作柳卡图，如右图所示，
假设第一次相遇在C地，第二次相遇在D地，可以看出C地距离A地为全程的
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，D地距离A地位全程的
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故CD间的距离为全程的
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，故此时全程为
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用“学”和“习”代表两个不同的数字，四位数“
[image: image51.wmf]学
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”的积是七位数，且它的个位和百万位数字与“学”所代表的数字相同，那么“
[image: image53.wmf]学
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”所能代表的两位数共有____个。

【难度】☆☆☆
【考察知识点】数字迷

【答案】3
【解析】
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由“
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”的积是七位数可知，
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但是当
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等于5、6、7、8时，所得的乘积的个位和百万位数字不同，舍去。

当
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等于1时，积的个位就是1，则
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当
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等于2时，积的个位就是2，则
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等于3时，积的个位就是3，则
[image: image66.wmf]=3

学

，
[image: image67.wmf]=

习

1

。
当
[image: image68.wmf]´

学

习

等于4时，积的个位就是4，则
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综上，“
[image: image71.wmf]学
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”所能代表21,31,41共3个。

二．解答下列各题（每题10分，共40分，要求写出简要过程）

[image: image146.emf]D
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右图中，不含“*”的长方形有多少个？

【难度】☆☆☆
【考察知识点】几何计数

【答案】106
【解析】

[image: image72.emf]A


含有标记A的“*”的长方形有：
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含有标记B的“*”的长方形有：
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含有标记A和B的“*”的长方形有：
[image: image77.wmf]4416

´=

个；


则有“*”的长方形有
[image: image78.wmf]606016104
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图中共有
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个长方形。


不含“*”的长方形有
[image: image80.wmf]210104106

-=

个长方形。

【点评】这道题有些难度，结合了乘法原理和容斥原理。庆幸的是在我们六年级暑期班第七讲计数方法综合中例5就讲解过一道非常类似的题目，
原题展示：学而思六年级尖子班暑期第七讲例五

由20个边长为1的小正方形拼成一个
[image: image81.wmf]45=20
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长方形中有两格有“☆”，图中含有“☆”的所有长方形（含正方形）共有____个。

[image: image82.emf]☆☆
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如右图，三角形
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【难度】☆☆☆
【考察知识点】几何：等积变形
【答案】9
【解析】

设
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解得
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则
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若干人完成了植树2013棵的任务，每人植树的棵树相同。如果有5人不参加植树，其余的人每人多植2棵不能完成任务，而每人多植3棵可以超额完成任务。问：共有多少人参加了植树？

【难度】☆☆☆
【考察知识点】因数倍数

【答案】61
【解析】


设共有a人参加植树，每人植b棵树。


[image: image104.wmf]2013
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，说明a是2013的因数。


[image: image105.wmf]201331161
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，2013的因数有1,3,11,33,61,183,671,2013共8个。

由题意可知，a是大于5，所以a可以取值11,33,61,183,671,2013。
1）
[image: image106.wmf]11
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时，每人种183棵树，5人离开后有
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人，

每人多种2棵：
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小于2013，符合题意；
每人多种3棵：
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小于2013，不符合题意。
2）
[image: image110.wmf]33
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时，每人种61棵树，5人离开后有
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人，

每人多种2棵：
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小于2013，符合题意；
每人多种3棵：
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小于2013，不符合题意。
3）
[image: image114.wmf]61
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时，每人种33棵树，5人离开后有
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人，

每人多种2棵：
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小于2013，符合题意；
每人多种3棵：
[image: image117.wmf](
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大于2013，符合题意。
4）
[image: image118.wmf]183
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时，每人种11棵树，5人离开后有
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人，

每人多种2棵：
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大于2013，不符合题意；
4）
[image: image121.wmf]671

a

=

时，每人种3棵树，5人离开后有
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人，

每人多种2棵：
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大于2013，不符合题意； 
5）
[image: image124.wmf]2013
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时，每人种1棵树，5人离开后有
[image: image125.wmf]201352008

-=

人，

每人多种2棵：
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大于2013，不符合题意；、
综上，共有61人参加了植树。
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由四个完全相同的正方体推积成如右图所示的立体，则立体的表面上（包括底面）所有黑点的总数至多是多少？
【难度】☆☆☆
【考点】最值；逻辑推理
【答案】59
【解析】如图所示，与2点相邻的面分别有1点、3点、4点和6点，所以2的对面为5；与4点不相对的面分别有1点、2点、5点、6点，所以4的对面为3；则1的对面为6.如下图，分别为这个立体图形的六个方向的视图：
[image: image149.emf][image: image150.emf]5
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[image: image155.emf]4
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[image: image156.emf][image: image157.emf][image: image158.emf]

本题的难点在于左视图中黄色的确定，通过原图可以看出，当2在上面，1在右面时4在前面；所以当2在上面3在前面时，1应该在左面。唯一不能确定的是底视图的中间蓝色部分，为了让表面的数字和最大，则可以取6．故最大值为
[image: image127.wmf]63541423222565314159
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三、解答下列各题（每小题15分，共30分，要求写出详细过程）

用八个右图所示的
[image: image128.wmf]21
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的长方形可以拼成一个
[image: image129.wmf]44
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的正方形，若一个拼成的正
方形图形经过旋转与另一个拼成的正方形图形相同，则认为两个拼成的正方形相
同。问：可以拼成几种两条对角线都是其对称轴的正方形图形？

【难度】☆☆☆☆
【考察知识点】构造与论证

【答案】4
【解析】

首先构造一个
[image: image130.wmf]44

´

的正方形（如下图）


[image: image131.emf]

根据两条对角线都是其对称轴可知：
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图中同样的颜色小正方形代表它们是同类型的，即图中四个标为A小正方形同类型，四个标为B小正方形同类型。

分类讨论：


1）当A类型和B类型的小正方形都是   时，
[image: image133.wmf]44
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的正方形如下(拼法不唯一)：

[image: image134.emf]

2）当A类型和B类型的小正方形都是   时，
[image: image135.wmf]44
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的正方形如下(拼法不唯一)：

[image: image136.emf]
3）当A类型小正方形为    ，B类型小正方形为    时，
[image: image137.wmf]44
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的正方形有两种(拼法不唯一)：


[image: image138.emf]
对于155个装有红、黄、蓝三种颜色球的盒子，有三种分类方法：对于每种颜色，将该颜色的球数目相同的盒子归为一类。若从1到30之间所有的自然数都是某种分类中的一类的盒子数，那么，1）三种分类的类数之和是多少？2）说明，可以找到三个盒子，其中至少有两种颜色的球，它们的数目分别相同。

【答案】1)30;2)见详解

【难度】☆☆☆☆☆
【考点】构造与论证；抽屉原理

【解析】
首先我们要理解题意，我们随意列举10个盒子，三种颜色的球数量如图，按照题意，我们可以如下分类：

按照红色球个数相同：红色3个的有：盒子六，共计1个；
                    红色4个的有：盒子一、五，共计2个；
                    红色5个的有：盒子二、三、四、七、八，共计5个；
                    红色6个的有：盒子九、十，共计2个；
按照黄色球个数相同：黄色2个的有：盒子二、三、四，共计3个；
                    黄色3个的有：盒子九、十，共计2个；
                    黄色5个的有：盒子一，共计1个；
                    黄色7个的有：盒子六、七、八，共计3个；
按照蓝色球个数相同：蓝色1个的有：盒子三、四，共计2个；
                    蓝色7个的有：盒子一、二、十，共计3个；
                    蓝色8个的有：盒子八、九，共计2个；
                    蓝色10个的有：盒子五、六，共计2个；
                    蓝色11个的有：盒子七，共计1个；
                    此时共有15种分类种数.
我们可以看到，三种分类每类盒子的个数总数为30个，正好是本来盒子个数的3倍。
（1）第一问：
现在我们来看原题，共有155个盒子，而每一种分类的个数正好占据了1至30中的每一个自然数，我们先看看各种分类情况中球个数没有重复的情况，这时正好使用了
[image: image139.wmf]123430=465

++++××××××+

个盒子，这里465正好是155的3倍，说明不可能出现分类情况中球个数重复的情况，即1至30每个数只出现1次，故分类的类数应该与1至30中自然数个数相同，故分为30类；
（2）第二问：
首先理解问题，至少能找到3个盒子，它们中的两种颜色比如红和蓝的个数都相同，例如盒子一有2红2黄3蓝，盒子二有2红3黄3蓝，盒子三有2红7黄3蓝，由于三个盒子中红色和蓝色球数相同，故这三个盒子即为满足的题意的三个盒子；
接下来我们来试图说明题目所要证明的结论，首先我们可以知道一定有某种分类方式，有30个盒子属于这种分类，不妨将其设为a颜色中的某种分类（即这30个盒子中a颜色球的个数相同）.现在我们的思路是在这30个盒子中再找到3个第二种颜色球个数相同的盒子。除去以上说的1种分类外，还剩下29种分类，可以得出剩下两种颜色中必有一种颜色的分类种数少于15种，否则总分类种数会超过30种，而与第一问结论矛盾．不妨设b颜色的分类种数少于15种，最多14种，那么我们可以看到，在前面提到的a颜色中的某种分类里，有30个盒子中a颜色球个数相同，而这30个盒子中b颜色的个数种类只有14种，根据抽屉原理，
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，说明至少有3个盒子中b颜色球的个数相同，则这3个盒子中a颜色球的个数相同，b颜色球的个数也相同，即说明题目结论成立。
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