
 

第 14 届“中环杯”中小学生思维能力训练活动 

八年级决赛答案 
一、填空题： 

1. 【答案】330 

【解答】容易知道， 2 11 30 0x x   有实数根，之后的 2 11 31 0x x   到 2 11 100 0x x   都没

有实数根。由韦达定理我们知道，每两个实数根之和都是11，所以总和为11 30 330   

 

2. 【答案】 0x   

【解答】左边单调递增，右边单调递减，只存在一个解，就是 0x   

 

3. 【答案】30 

【解答】 

        

        

     

   

4 4 4

4 4 4

4 4 4

a b c

a b a c b a b c c a c b

a b c

a b c a a b b c c a b c

a b c b c a c a b

a b b c c a

 
     

   
     

    
 

  

 

利用轮换对称多项式的因式分解，我们有

          4 4 4 2 2 2a b c b c a c a b a b b c c a a b c ab bc ca               ，代回去得

     

   
     

4 4 4
2 2 22 2 2 1

2

a b c b c a c a b
a b c ab bc ca a b b c c a

a b b c c a

    
             
   

。最后，

将条件代入，容易计算出其值为30。 

 

4. 【答案】 40 2 16 10  

【解答】如下图，作DE BC ， AF BC ，从而可以设 BF x ，利用

 
22 2 2 2 2 2 27 9 8 2AB BF AC CF x x x          。由于 45CBD   ，所以 DEB 为等腰直

角三角形，所以我们可以设 BE ED t  。由于
2 2

2

8 2 57 2

DE CE t CE t
CE

AF CF
    


。利用

2
8 40 16 5

5

t
BE CE BC t t        ，所以 2 2 40 2 16 10BD BE t     
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D

C

A

B  
 



 

5. 【答案】1230  

【解答】设只喜欢羽毛球、只喜欢排球、只喜欢壁球、同时喜欢羽毛球和排球、同时喜欢

羽毛球和壁球、同时喜欢排球和壁球的人数分别为 , , , , ,a b c d e f ，我们知道
, , 0

, , 1

a b c

d e f





，且

5a b c d e f      ，我们用  , , , , ,a b c d e f 来表示一种人数的分布，接下来讨论几种可能： 

（1）形如  0,0,0,3,1,1 的分布，有 3 2

5 23 60C A   种（其中 3表示可以是

 

 

 

0,0,0,3,1,1

0,0,0,1,3,1

0,0,0,1,1,3







中的一

种）； 

（2）形如  0,0,0,2,2,1 的分布，有 2 2

5 33 90C C   种（其中 3表示可以是

 

 

 

0,0,0,2,2,1

0,0,0,2,1,2

0,0,0,1,2,2







中的一

种）； 

（3）形如  0,1,0,2,1,1 的分布，有 2 3

5 33 3 540C A    种（其中第一个 3表示 , ,a b c 哪个取1，

第二个 3表示 , ,d e f 哪个取 2）； 

（4）形如  1,1,0,1,1,1 的分布，有 5

53 360A  种（其中 3表示 , ,a b c 哪个取 0）； 

（5）形如  2,0,0,1,1,1 的分布，有 2 3

5 33 180C A   种（其中 3表示 , ,a b c 哪个取 2）； 

综上所述，一共有 60 90 540 360 180 1230     种组合方式 

 

6. 【答案】 7  

【解法 1】令
1

1

x
y

x





，所以 31 2

1 2 3

1 2 3

11 1

1 1 1

xx x
y y y

x x x

 
    

  
。而

1 1

1 1

x y
y x

x y

 
  

 
，代入

3 1 0x x   得
3

3 21 1
1 0 7 1 0

1 1

y y
y y y

y y

    
          

    
。根据韦达定理， 1 2 3 7y y y     

【解法 2】
  
  

     
 

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 21
1 132

1 1 1 11 1 1

1 1 1 1 1 11 1
2 2

1 1 1 11 1

x x x x x x x x xx
x x

x x x xx x x

        
       

     
，

所以 2 2 231 2
1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

11 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1

xx x
x x x x x x

x x x x x x

     
                    

        
，接下来

根据三次方程的韦达定理很容易计算下去了 

 

7. 【答案】
0

1

x

y





或

2

1

x

y




 
 

【解答】 

（1）若 0x  ，很容易推出 1y  ； 

（2）若 0x  ，令
y

a
x

 ，代入
2 2

2
0

x y
y

x y


 


，从而推出

2 2

1

2 2

y a

x y y x a
 

  
（注意，这里

要简单讨论一下是否会出现 2y x 的情况）。将
2 2

1

2

a

x y a


 
代入

2 2

2
2

x y
x

x y


 


，从而推出



 

   
22 1 1

2 2 1 1 2
2 2 2

a a a a
x x y a

a a x x a

 
        

  
，所以

 
   

2
2

2

22 2 2 2

1
11

2 1 2 1

a aa x

a x y a a a

 
  

    
，化简这个方程得

  3 2 2 1
4 2 1 0 2 1 2 2 1 0

2
a a a a a a           ，从而推出

1

2
y x  ，代入任意一个方程都

可以推出
2

1

x

y




 
； 

综上所述，本方程组一共只有两个解：
0

1

x

y





或

2

1

x

y




 
。 

 

8. 【答案】1000  

【解答】只要 n为完全平方数，则 0n n  
 

，满足我们的要求。在1~1000000中一共有

1000个完全平方数，这些都是解。接下来我们要证明，只要不是完全平方数，就不可能满

足这个要求； 

令 n k  
 

，则  
22 1k n k   （如果 2n k ，我们之前已经讨论过了，这里不再讨论），令

 2 0 2 1n k r r k      ，则 2

2

r r
n n k r k

n kk r k

      
   

。由于0 2 1r k   ，

所以1 2r k  ，所以
1 1 1

20001000000 1000

r

n k n k
  

  
，与

1

2014
n n  

 
矛盾。所以

只要不是完全平方数，都不符合
1

2014
n n  

 
的要求，所以满足条件的 n有1000个 

 

9. 【答案】 4564 

【解答】由于  
1

1 8
1

iBE
i

BC i
  


，所以

1

1

i iOE BE

OA AD i
 


，设 iOE t ，则  1OA i t  。由于

AB //DF ，所以
1i i

i i

AE BE

E F E C i
  ，所以  2i iE F iAE i i t   ，所以

   
2

2 1i iOF E F OE i i t t i t       ，所以
 

 

2
1

1
1

i tOF
i

OA i t


  


。而

999
j

j
BG AB

（1 998j  ），则
999

j

AB

BG j
 。

jFAG 被OHB所截，所以

 
 

999
1 1 1

999 1

j j j

j

G H G H G HFO AB j
i

OA BG HF j HF HF i
         


。根据四边形的蝴蝶定理，我们有

 999 1

jG BO j

FBO

S G H j

S HF i





 


，其中
1 998

2 1 9

j

i

 


  
。接下来我们要找，有多少组满足  ,i j 满足

 999 1

j

i 
是一个纯循环小数。根据纯循环小数的知识，我们知道分母中不能出现 2,5 ，所

以我们区分对待。 



 

①当 1 3,7,9i   时，此时 j 可以任意选取，有998 3 2994  种取法； 

②当 1 5i   时，则 j 必须为5的倍数，有
998

199
5

 
 

 
种取法； 

③当 1 2,6i   时，则 j 必须为 2的倍数，有
998

2 499 2 998
2

 
    

 
种取法； 

④当 1 4i   时，则 j 必须为 4的倍数，有
998

249
4

 
 

 
种取法； 

⑤当 1 8i   时，则 j 必须为8的倍数，有
998

124
8

 
 

 
种取法； 

综上所述，一共有 2994 199 998 249 124 4564     种取法 

 

10. 【答案】39 

【解答】设  
 

2 2 2y x y y y
x n nx xy n y x x

b y b b b n y
         


，从而推出b不能是质数，

否则 2| |b y b y ，与 0 y b  矛盾。同理，我们也可以推出，b不能表示为若干个不同质数

的乘积（即质因数分解不能为 1 2 nb p p p  ，其中 1 2, , , np p p 均不同），接下来我们要证

明，剩下的所有的数都是好数： 

假设b的质因数分解中存在一个质数 p ，其指数为  1m m  ，令

1

b
y

p

n y





  

，则 2|b y （因为

2
2

2

b
y

p
 ，其中质因子 p 的指数为 2 2m 。由于 1m  ，所以 2 2m m  。b中剩下的质因子显

然在 2y 中），所以
 

2 2y y
x

b n y b
 


是一个正整数，而且由于 0 y b  ，所以可以推出

0 x b  ，满足我们所有的要求； 

接下来只要统计 2 ~100中，有多少个数的质因数分解中某个质因子的指数大于等于 2即

可，显然这样的质因子只能是 2,3,5,7 （ 211 100 ）。利用容斥原理， 2 ~100中 22 的倍数有

25个， 23 的倍数有11个， 25 的倍数有 4个， 27 的倍数有 2个，但是有三个数重复统计了：

36,72,100，所以好数一共有 25 11 4 2 3 39     个 

 

二、动手动脑题： 

11. 【答案】11 

【解答】如下左图，我们将这些方格进行标数，首先如果只有标1的两个方格，那么有1

种放法；如果只有标1、 2的四个方格，那么有 2种放法；所以，我们可以猜测，下图有

11种放法。简单证明一下，用递推的思路，假设标有1、 2、、 n的 2n 个方格有  f n 种

放法，那么加上标有 1n 的两块方格后，就有  1f n  种放法。对于标有 1n 的两块方格

（以下图两块11的举例），我们可以有两种放法：（1）两块11上正好放有一块1 2 的方

格，那么剩下的就是  f n 种放法；（2）如果上面的那块11与10组合成1 2 的方格，那么

下面的11必须与9组合成1 2 的方格，然后我们发觉，这种情况下只有一种放法，如下右



 

图。从而，我们得到递推公式：    1 1f n f n   ，由于    1 1, 2 2f f  ，从而推出

 11 11f   

11

11

1010

9

9

88

7

766

5

544

3

3

2

1

2

1
   

 

12. 【证明】利用
   

   
1 1

1 1
xb x c xa x b

c xb x c a xa x b
a c

   
            ，化简一下得

 2 2 2x c a ab ca c ab     ，同理我们可以得
 

 

2 2 2

2 2 2

x a b bc ab a bc

x b c ca bc b ca

     


    

。将三个式子通

加得  2 2 2 2 2 22x a b c ab bc ca a b c ab bc ca           ，从而得

  2 2 22 1 0x a b c ab bc ca       ，接下来分类讨论： 

（1）当      
2 2 22 2 2 1

0 + 0
2

a b c ab bc ca a b b c c a a b c               
 

 

（2）当 2 1 0x  ，代回
     1 1 1xb x c xc x a xa x b

a b c

     
  得

a b b c c a

c a b

  
  。所以

1 1 1
a b b c c a a b c a b c a b c

c a b c a b

        
        。由于 , ,a b c 都是正数，所以同时将

a b c  消去得 a b c   

 

13. 【证明】利用
180

180

A AFE AEF
A FED

AEF FED CED

   
 

   




，同理可以证明 B DFE   ，

所以
DF DE EF

ABC EFD
BC AC AB

    ∽ 。设 ABC 的三边长度分别为

AB c

AC b

BC a





 

，则可以设

DF ak

DE bk

EF ck





 

，再设 BD CE AF x   。 

（1）如果 , ,a b c 中有任意两条边长相等，不妨设 b c ，则 b c B C    ，结合

B D C E

B D F C E D



  

，我们可以推出 FBD ≌ DCE ，所以 DF DE ak bk a b     ，所以

a b c  ，所以 ABC 是一个等边三角形 

（ 2）如果 ABC 是一个不等边三角形，不妨设 a b c  ，由正弦定理我们有
sin

1
sin sin sin

a b A a

A B B b
    。 



 

在 AFE 中，
sin

sin sin sin sin sin

EF AE ck b x ck A

A AFE A AFE b x AFE


    

   
； 

在 BDF 中，
sin

sin sin sin sin sin

DF BF ak c x ak B

B BDF B BDF c x BDF


    

   
； 

将前面两个式子相除得
 

 

sin
1 1

sin

c c x A c x a
c x b x c b

a b x B b x c

 
          

 
。考虑到之前我

们有 a b c  ，产生矛盾，所以这种情况不可能出现 

综上所述， ABC 是一定是个等边三角形 

 

14. 【证明】若 0m  ，显然此式子不可能成立 

若 1m  ，容易分析出不管 n为奇数还是偶数， N 总是偶数，由于 1m  。所以 4 | mN 。 

（1）若  0 mod2n  ，则
   

 

2
2

3 2

1 1 mod 4

44 11 10 2 2 mod 4

k

n

n n n


 


    

，所以

     
2

2 3 21 44 11 10 2 2 mod 4
k

n n n n      ，而前面已经证明过 4 | mN ，显然不可能 

（2）若  1 mod2n  ，则  2 1 2 mod4n   ，可以令 2 1 2n z  ，其中  1 mod2z  。而

 3 244 11 10 2 1 mod2n n n    ，所以

         
2 22 3 2 3 2 2 2 3 21 44 11 10 2 2 44 11 10 2 2 44 11 10 2

k k k k

n n n n z n n n z n n n                
 

，其

中  2 3 244 11 10 2
k

z n n n    为奇数。对于 N ，我们可以令其为 2x y ，其中  1 mod2y  ，所以

2m xm mN y  ，所以  2 2 3 22 44 11 10 2 2 2
k k xm m kz n n n y xm         
 

。由于 1m  ，所以 0k 

且m 是一个偶数，所以 mN 是一个完全平方数。由于    
2

2 3 21 44 11 10 2
k

mn n n n N      ，而

0k  意味着  
2

2 1
k

n  已经是完全平方数了，所以 3 244 11 10 2n n n   必须为完全平方数。由

于  1 mod2n  ，容易知道  3 2 244 11 10 2 3 2 2 3 1 2 2 1 2 3 mod4n n n n n n n             ，显然

不可能是完全平方数，所以这种情况也不可能出现 

综上所述， 1m   

 

15. 【答案】 

 
 


