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关节四 

基本图形性质与功能的再认识 

    所有几何图形问题的解决，几乎都要回归到基本图形的性质，而能否得心应手地运用基本图形，则要靠以下

两点：第一点，对基本图形性质掌握的深刻程度；第二点，基本图形的各性质都是以怎样的方式发挥着作用的。 

 

  正是为了帮助同学们学好、用好这两点，我们特将最重要的一些基本图形性质与功能加以梳理和解析，以便

为各类几何图形问题的解决打下牢固的基础。 

一、线段的性质和线段中点的功能 

     应掌握好： 

      1、线段的两种变换性质； 

      2、线段中点的三项功能。 

 

1、线段的变换性质 

  从“变换”的角度说，线段既是轴对称图形（它所在的直线和它的垂直平分线都是对称轴），又是中心对称图形

（中点就是对称中心） 

例1 如图， ABC 是任意三角形，请画出 BCA' 和 ABC 具有全等的关系。 

 

【观察与思考】如果把要画的 BCA' 看作是由 ABC 变换而来的，那么这个变换使线段 BC 变成自身，联想到

线段的变换性质，就应有三种结果。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 （1） 

 

 （2） 

解：如图（2）（其中直线 1l 是 BC 所在的直线，点 1A 为点 A 关于直线 1l 的对称点；直线 2l 是线段 BC 的垂直平分

线，点 2A 为点 A 关于直线 2l 的对称点；点 O 是线段 BC 的中点，点 3A 和点 A 关于点 O 为对称。

BCABCABCA 321 ,,  都和 ABC 全等。 

【证明】正是线段的变换性质成为本题解法的基础和向导的。 

 

2、线段中点的三项功能 

（1）构造三角形的中线，特别是直角三角形的中线 
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 三角形的中线，特别是直角三角形斜边上的中线，在相关问题的解决中常有重要的作用。 

 

例 2  如图，在平行四边形 ABCD 中，E，F 分别是 AB，CD 的中点，AG//DB，交 CB 延长线于点 G。 

     若四边形 BEDF 是菱形，则四边形 AGBD 是什么特殊四边形？并证明你的结论。 

 

   【观察与思考】首先，由，GB//AD，AG//DB，知四边形 AGBD 已是平行四边形，其次， 

由四边形 BEDF 是菱形，而点 E 是 AB 的中点，即 ED 是 ABD 中 AB 边上的中线，且 

DE=EB=AE，立刻知道  90ADB ，即四边形 AGBD 是矩形。 

 解：（略） 

 

【说明】正是由对直角三角形斜边上中线性质的深刻认识，直接诱发出 

从 DE=EB=AE，导出  90ADB 。 

 

 

 

 

（2）构造三角形的中位线 

例 3  如图（1），已知，AD 是 ABC 的中线，E 是 AD 上一点，连结 CE 并延长交 AB 于点 F。 

      

    （1）若 E 是 AD 的中点，则 
BF

AF
         ； 

（2）若 AE：ED 则，
2

1
 

BF

AF
         ； 

（3）若 AE：ED
n

1
 ，则 

BF

AF
         ； （1） 

 

【观察与思考】（1）如图（2），作 DM//CF，交 AB 于点 M，EF 为 ADM 的中位线，得 AF=FM， 

DM 为 BCF 的中位线，得 BM=MF。可知 AF
2

1
FB 。 

 

（2）如图（3），作 DM//CF，交 AB 于点 M，易知， AFE ∽ ADM , 

得
2

1


ED

AE

FM

AF
。又 DM 为 BCF 的中位线，得 DM=FM，

4

1

2


FM

AF

BF

AF
 （2） 

  

 

（3）类比于（1）和（2），应有
nBF

AF

2

1
 （其实可有与（2）类似的推演过程） 

 

 

【说明】本题解决的关键就在于构造出 BCF 的中位线 DM。 

 

（3）构造中心对称图形 

线段的中点是该线段的对称中心，这一性质的延伸，就是以它为基础作“中心对称构造” （3） 

（特别是中心对称型 全等三角形）来使相关问题获得解决。 
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例 4  已知，如图 D 是 ABC 的边 BA 延长线上一点，有 AD=BA，E 是边 AC 上一点，且 DE=BC 

    求证： CDEA   

 

【观察与思考】以 BD 及其中点 A 为基础，构造“中心对称型”三等三角形。 

 解法提示：如下面图（1），（2），（3）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 （2） （3） 

 （1） 

 

方法一：如图（1），延长 CA 到 F，使 FA=CA，连结 FD，有 ACBAFD  ，DF=BC=DE，得 DEAFC    

 

方法二：如图（2），分别作 CADN  交 CA 的延长线于 N， ,CABM  垂足为 M，则有 ,BAMRtDANRt 

得，DN=BN，进而推得 CBMEDNRt  ，得 CDEA   

 

方法三：如图（3）延长 CA 到 G，使得 AG=EA，则 ,BGADEA  得 ,GDEA  再由 BG=DE=BC，得

CGDEA  。 

 

    特别说明：我们借助基本图形的变换性质，能更好更快地发现图形或图形元素之间的关系，但要证明还需要按

教材上的演绎形式来论述。简单说就是“借变换发现，按原格式证明”。本书均按此方式来做，以后不再重申。 

 

 例 5 操作： 如图，点 O 为线段 MN 的中点，直线 PQ 与线段 MN 相交于点 O，利用图（1）画出一对以点 O 为对

称中心的全等三角形。 

  根据上述操作得到的经验完成下列探究活动。 

 

 

 

 

 （1） （2） 

 

 

探究：如图（2），在四边形 ABCD 中，AB//CD，E 为 BC 边的中点， AFEAFBAE , 与 DC 的延长线相交
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于点 F，试探究线段 AB 与 AF，CF 之间的等量关系，并证明你的结论。 

 

【观察与思考】对于图（1），只要在直线 PQ 上点 O 的两侧分别取点 E，F 使 OE=OF，就有 ONFOME  （图

略）对于图（2），延长 AE 到 G，使 EG=EA，连结 CG，如图（2`）。由“操作”的结论可知 GCEABE  ， 

 得 AB=GC， ,GCBABC  即 CG//AB，而 CF//AB，可知点 F 在 GC 上，而由 GAFBAGG  ，得

AF=GF。这样就有 CFAFCFGFGCAB   

 

解：（略） 

  

 

 

 

 

 （2`） 

 

 

     由以上题目的解法研究看出： 

     凡是涉及线段（包括多边形的边）及其中点的的问题，应注意从线段的变换性质和它的中点的三项功能考虑。 

 

二、角平分线的功能 

   角平分线主要功能有： 

   1、以角平分线的对称性质作轴对称构造； 

 

2、角平分线与平行线结合构造出等腰三角形。 

 

 1、角平分线所在直线为轴构造轴对称图形 

   角平分线最重要的性质是它所在直线为“角”这个图形的对称轴，其他的性质都可以看作是由此导出的。因此，

遇有角平分线的问题时，首先应当想到它的轴对称功能。 

    例 1   如图，在 ABC 中，  60ABC ，AD，CE 分别为 ACBBAC  , 的平分线，求证：AC=AE+CD 

  【观察与思考】根据角平分线轴对称功能，首先想到在 AC 上作出 AE 关于 AD 的 

的对称图形 AF（如图（2）），进而希望有 CF 和 CD 也关于 CE 对称，这就引导我们 

获取了如下的证法。 

 

 证明：取 AC 上的点 F，使 AF=AE，连结 OF。 

在 AOEAOF  和 中，AF=AE，AO 公用， EAO，FAO   

 （1） 

AOE。AOFAOE，AOF   
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



12060180
2

1
180180

2

1
180

2

1
180

）（B）（

ACB）BAC（AOC

   （2） 

 60AOFAOE  

 

在 CODCOF  和 中 CO 公用。 CODAOEAOFAOCFOCDCOFCO  60,  

CDCFCODCOF  , 。 

CDAECFAFAC   

 

  【说明】本题的关键步骤就是以“角平分线的轴对称功能”为基础去构造全等三角形。  

 

例 2  如图，已知点 A（0，1）是 y 轴上一个定点，点 B 是 x 轴上一个动点，以 AB 为边，在 OAB 外部作

,OABBAE  过点 B 作 ,ABBC  交 AE 于点 C，设点 C 的坐标为（ yx, ），当点 B 在 x 轴上运动时，求 y 关

于 x 的函数关系式。 

 

 

【观察与思考】先从几何图形的角度来看 yx, ，为此作 xCD  轴 

于点 D（如图（2）），当点 B 在 x 的正半轴上时， ,, CDyODx  现 

考虑 CD 与 OD 之间的函数关系式。 

 

     再由 AB 为 OAE 的平分线，沿着它是对称轴思考：若作 CB 的延长线交 y 轴于 'C ，由 ,ABCB  可知 BC'

和 CB 关于 AB 对称，即 B 为 CC' 的中点，再结合 xCD  轴， xOC ' 轴，则 OBCCDB ’ 和 关于点 B 为中

心对称，得 yCDOC ‘ ， xODOB
2

1

2

1
 。再由 AOBBOC  和' 的相似关系即可导出欲求的函数关系式。 

 

 

解：作 xCD  轴于点 D，延长 CB，交 y 轴于点 'C ，则 xODyCD  ,  

OAEAB 是 的平分线，且 '' ABCABCRtAB，CC  ，得 'BCBC  。 （2） 

在 OBCCDB ‘ 和 中， ）ACCDB（OCDCBBO，CCBD ’//‘’    

BCCB ’  
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xODDBOByCDOCOB，CCDB
2

1

2

1
,’‘  。 

在 BAOBOC，AOBRtBOCRt  ‘' 中和 （同为 ABO 的余角）。 

'BOCRt ∽ Rt ,AOB  得

x
y

x

OB

OA

OC

OB

2

1

12

1

,
'

 即 ， 

2

4

1
xy  。 

容易知道，这个关系在 0x 和 x 取负数值时，也是成立的。 

 

     可以看出：不论在什么样的综合题中，角平分线的“轴对称功能”，都常是解法获得的有力指导，因此，应

当时刻注意发挥角平分线这一功能的重要作用。 

 

2、角平分线与平行线结合构造出等腰三角形 

   我们知道，若 OP 是 AOB 的平分线，则与 OA 平行，与 OB 平行，与 OP 平行的直线，就会分别与另外两直

线相交出等腰三角形来：即 

   情形一，与 OA 平行的直线 MN 和 OB，OP 所在的直线相交如图（1）和（2）： 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

（1）MN 和 OB，OP 交出等腰三角形 COD，（2）MN 和 OP，OB 的反向延长线交出等腰三角形 COD， 

其中 CO=CD。（ 213  ）            其中 CO=CD。（ 4123  ） 

 

情形二，与 OP 平行的直线 MN 和 OA，OB 所在的直线相交如图（3）和（4） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（3）MN 和 OB 的反向延长线及 OA 交出等腰三角形     （4）MN 和 OA 的反向延长线及 OB 交出等腰三角形 
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DCO，其中 OC=OD，（ 4213  ）           OCD，其中 OC=OD。（ 4213  ） 

 

 

情形三，与 OB 平行的直线 MN 和 OA，OP 所在的直线相交，与情形一完全类似，也可得两种形式的等腰三角形。 

由此可知： 

①角平分线除了造出“等角之外”，它在许多情况下还可以造出“等边”。 

②平行四边形（包括菱形，矩形，正方形）和梯形，本身就有平行线，因此，当这些图形中再有角平分线时（菱形

的对角形已经是角平分线），必然就会形成等腰三角形，这对解决许多相关问题提供了依据。 

 

 

 

 

      角平分线这一功能有许多应用，如下边的例子； 

例 3  如图（1），在平行四边形 ABCD 中，线段 AE，BF 分别平分 ABCDAB  和 ，交 CD 于点 E，F，线段 AE，

BF 相交于点 M。 

 （1）试说明： BFAE  ； 

 （2）判断线段 DF 与 CE 的大小关系，并予以说明。 

 

 

 

  【观察与思考】注意到平行四边形对边平行和角平分线的功能，解法易得。 

解：（1）  90)(
2

1

2

1

2

1
ABCDABABCDABMBAMAB  

BFAEAMB  .9090180 。 

 

（2）有结论：DF=CE，理由如下： 

在 DAE 中， DADEDEABAEDAE  , 。 

同理有 CF=CB。 

CEEFCFEFDEDFCFCBDADE  .  

 

由以上的例题可以看出： 

      

     当题目中有直接给出或隐含的角平分线条件时，除了构成等角外，还应特别注意从角平分线两个方面的功能

来分析和认识图形： 

Ⅰ。以角平分线为轴，构成怎样的对称图形？ 

Ⅱ。以角平分线和平行线结合，构成怎样的等腰三角形？思考若以这样的功能作指导，大都会导到问题的恰当

的解决方法。 

 

三、等腰三角形的变换性质  

     等腰三角形具有这样的变换性质 

    1、等腰三角形是轴对称图形； 

2、等腰三角形两腰绕顶点的旋转重合性。 
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1、等腰三角形的轴对称图形 

  等腰三角形是以底边上的中线（底边上的高线，顶角的平分线）所在的直线为轴对称的。如图（1） 

  凡是涉及等腰三角形的问题，都首先应当沿着“轴对称”这一特征去分析，去认识，去寻找解决的方法。 

 

 

 

 （1） 

 

 （2） 

 

 

例 1  如图（2）， ABC 中，AB=AC，过 A 作 GE//BC，角平分线 BD，CF 相交于点 H，它们的延长线分别与 GE

交于点 E，G，试在图中找出 3 对全等三角形，并对其中一对全等三角形给出证明。 

 

【观察与思考】找全等三角形，实际上是去找图中关于 ABC 的对称轴（尽管没有把它画出来）为对称的三角形。 

 

解：全等的三角形有： ;;; ADEAFGACGABEACFABD   

DCBFBCHDCHFB  ;  

以证 ADEAFG  为例： 

在 CDBBCF  和 中，BC 公用， 

BCDCBF  ， 

CBD，CBFBCDBCF 
2

1

2

1
 

CDBFCBD。BCF  。 

在 ADEAFG  和 中， 

EEBCGCBGEAD，ACBABCGAF  ， 

 AF=AB-BF=AC-CD=AD，     

 

 ADEAFG  。 

 

   【说明】三角形全等本来只是图形“形状和大小”的问题，现在，在等腰三角形这一特殊（轴对称）背景下，

可以借助于“位置的对称”来寻找和认识它们，这就为我们研究和利用它们提供了一个新的视角，新的途径，无疑

是非常有帮助的。 

 

例 2  如图（1）， ABC 中，AB=AC，AD 是中线，P 是 AD 上一点，过 C 作 CF//AB，连结 BP 并延长，交 AC

于点 E，交 CF 于点 F。 

求证： PFPEBP 2
 

 

 

 （1） （1`） 
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  【观察与思考】若作 PB 关于 AD 的对称线段 PC，则 PC=PB，而易知 PCE ∽ PFC ，可使问题获解。 

 

证明：连结 PC（如图（1`）） 

在 ACPAPB  和 中，AP 公用，AB=AC， CAPBAP  ， 

ACPABPCP，BPACP，APB  且 。 

在 FABPPCEFPC，CPE，PFCPCE  中和  

PCE ∽ PFC ， 

PFPEPBPF，PEPC
PC

PE

PF

PC
 22 即 。 

 

【说明】可以看出，当问题的基本背景为等腰三角形时，以该三角形的对称轴去探索问题的解决途径，常常是很有

效的。 

 

2、等腰三角形的“两腰的旋转重合性” 

如图，在等腰三角形 ABC 中，若顶角 BAC ，则显然有： 

 

腰 AB 与腰 AC 重合，反之有 

 

 

 

腰 AC 与腰 AB 重合。 

 

   

等腰三角形这一特征，我们称之为等腰三角形“两腰的旋转重合性”，等腰三角形的这一特征，也是解决某结

与等腰三角形相关问题的向导。 

 

例 3   如图（1）， ABC 是等边三角形， BDC 是顶角  120BDC 的等腰三角形，以 D 为顶点作 

60°的角，它的两边分别与 AB，AC 交于点 M和 N，连结 MN。 

（1）探究： NCMNBM ,, 之间的关系，并加以证明；  

 （2）若点 M，N 分别在射线 AB，CA 上，其他条件不变，再探究线段 BM，MN，NC 之间的关系，在图（2）中

画出相应的图形，并就结论说明理由。 

 

 

 

 

 

 

 （1） 

 （2） 

 

绕点 A 逆时针 

旋转  

绕点 A 顺时针 

旋转  

A 

B C 

  

A 

B C 

D 

A 

B C 

D 

N 

M 
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  【观察与思考】对于（1），这时在 DMB 中，有  906030CBADBCDBM  

为了把 BM，MN，NC 集中到一个三角形中去， 

 

作： DMB  DGC （如图（1`），从而有MB=GC，而此时恰又有 GNDMND  ， 

 

 

得 BMNCCGNCNGMN  。 

 

 

 

 

 

 （2`） 

（1`） 

 

 

 

对于（2），此时的图形（2`），仍作（1）中的的旋转，类似地可以推得 MN=CN—BM 

 

解：（1）关系为 MN=BM+NC。 

证明：延长 AC 到 G，使 CG=BM，连结 DG，如图（2`） 

 903060CBDABCABD 。同理也有  90ACD 。 

在 DC，DBDGCRtDMBRt  中和 ，BM=CG。 

GDCMDBDGDMDGCRtDMBRt  ,, 。 

在 GNDMND  和 中，ND 公用，DM=DG，  60MDN  

 60CDNMDBCDNGDCGDN 。 

NCBMNCGCGNMNGND，MND  。 

（2）此时，图形如图（2`），有关系式：MN=CN—BM。理由如下： 

在 CN 上截取 CG=BM，连结 DG，如图（2`）。 

与（1）中情况类似，可推得 GDCMDBDG，DMDGCRtDMBRt，ACDABD  得且 ,90  

仍与（1）中情况类似，可推得 BMNCCGNCGNMNGNDMND  就有, 。 

 【说明】由本题可以看出，恰当地运用等腰三角形的“两腰的旋转重合性”，可在一定的条件下实现图形 

（线段、角）的“转移”，从而使问题解决。 

 

   当题目背景为等腰三角形时，应注意充分运用其“轴对称性”和“两腰的旋转重合性”。 

  

 

四、等边三角形的变换性质 

 等边三角形是特殊的等腰三角形，因而具有轴对称性，且有三条对称轴，但是，等边三角形具有更为特殊的变换

性质，并更多地成为相关问题展开的焦点，那么，充分运用这些变换性质，便成为打开相关问题解决之门的钥匙。 

绕点 D 顺时针 

旋转 120 角 

C 

D 

A 

B 

M 

N 

C 

D 

A 

B 

M 

N 

G 
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       等边三角形具有如下的变换性质 

      1、它是轴对称图形（有三条对称轴）； 

      2、它是绕中心的 120 的旋转对称图形； 

      3、它的两邻边具有 60°旋转重合性； 

 

1、等边三角形的“ 120 的旋转对称性” 

 如果一个图形沿某一条直线作轴对称图形与它本身重合，就称这个图形为轴对称图形，完全类似地，如果一个图

形以某一点为中心旋转 角（  3600  ）后与它本身重合，就称这个图形为“ 角的旋转对称图形”。比如

说，平行四边形就是“180°的旋转对称图形”（“180°的旋转对称图形”也称“中心对称图形”）。 

     可以知道，任意的等边三角形 ABC，以它的中心O（三条中线的交点，也即中心、内心、垂心、外心）为中

心旋转 120 ，就与自身重合，所以，“等边三角形是 120 的旋转对称图形。”如图 

 

 

 重合于等边三角形 BCA，等边三角形的这一变换性质，可以帮助 

  

 

我们更好地发现与找到许多问题的解决方法。 

 

 

 

 

例 1   如图（1），扇形 DOE 的圆心角为 120°，等边三角形 ABC 的中心恰好为扇形 DOE 的圆心O，且点 B在

扇形 DOE内 

（1）请连结 OA，OB，并证明 BOGAOF  ； 

（2）求证： ABC 与扇形 DOE 重叠部分的面积等于 ABC 面积的
3

1
。 

 

 

 （1） 

【 观察与思考】注意到点 O 为等边三角形 ABC 的中心，而 FOG 恰为 120°，即 

 

 重合于 OG。因此， 

 

（1）有 AOF  重合于 BOG 。 

 

 

（2）由（1）的结论可推得。 

 

【证明】（1）连结 OA，OB（如图（1`）。 

点 O 是等边 ABC 的中心， 




 120
3

360
,30, AOBOBGOAFOBOA 。 

又知 BOGBOFFOGBOFAOBAOFFOG  ,120 。 

ABC  

绕点 O 顺（逆）时针 

旋转 120°角 
A 

B C 

O 

A 

O 

C B 

E 

D 
G 

F 

OF 
绕点 O 逆时针 

旋转 120°角 

 
绕点 O 逆时针 

旋转 120°角 

A 

O 

C B 

E 

D 
G 

F 
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BOGAOF  。 

 

（2） ABCOABOAFOFBOBGOFBOFBG
SSSSSSS  

3

1
四边形  

 

【说明】由本题的结论及其推导过程可以进一步概括出：在等边三角形 ABC 中， 

①任意顶点在 ABC 的中心的 120°的角的两边，截下的 ABC 的部分的面积，都等于 ABC 面积的
3

1
。 

②任意以 ABC 的中心 O 为端点的射线（如上图中的 OD），以 O 为中心旋转 120°以后（如上图中的 OE），与 ABC

的边交出的对应线段有着同样的旋转对称关系，当然也就相等（如上图中 OF=OG，AF=BG，BF=CG）。 

 

例 2  如图，已知，点 D 是边长为 1 的等边三角形 ABC 的内心，点 E，F 分别在边 AB，AC 上，且满足  60EDF 。

求 AEF 的周长。 

 

  【观察与思考】 AEF 的三边的长不可能通过分别计算求得，因此，第一个想法 

就是把它的三条边等长转化到同一条直线上，利用等边三角形 120°的旋转对称性， 

先把 AF 转化到 AB 上，为此，如图（1`），连结 DA（注意到点 D 就是 ABC 的中心） （1） 

作变换：  

 

 重合到 BDG 。 

 

 

 

  当然就有 AF=BG。在这种情况下，又诱发我们看到 DEGDEF  ， 

即有 EF=EG，这时就可以看出， AEF 的周长应当等于 ABC 的一条边长。 （1`） 

 

解：如图（1`），连结 DA，DB，并在 BA 上截取 BG=AF，连结 DG， 

在 BDGADF  中， 

 30,, DBGDAFBDADBGAF （因为 D 为 ABC 的内心） 

.,, BDGADFDGDFBDGADF   

在 DEGDEF  和 中，DE 公用，DF=DG，  60EDF ，而 

BDGADEADBEDG   

          6060120120120 EDFADFADE  

EGEFDEG，DEF   

 AEF 的周长 1 ABBGEGAEAFEFAE  

【说明】正是等边三角形的 120°的旋转对称性，启发了整个的解题思路和辅助线的作法。 

 

2、等边三角形“两邻边的 60°旋转重合性。 

  因为等边三角形的每个角都是 60°，且三边相等，所以，以其一个顶点（如图的 A）为中心，将过该顶点的一条

边（如 AB）沿适当的方向旋转 60°（如这里逆时针旋转 60°）就能与顶点的另一条边（如 AC）重合。 

 

  等边三角形的这一性质，我们可称之为等边三角形“两邻边的 60°旋转重合性”。 

A 

B C 

D 

F 

E 

A 

B C 

D 

F 

E 

G 

 

 ADF  

绕点 D 逆时针 

旋转 120°角 

A 

B C 

O 
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这一性质，在不少与等边三角形相关的题目中，也有关着很重要的作用。 

 

例 3  如图，已知 AD 和 BC 相交于点O，且 OCDOAB  和 均为等边三角形， 

以 为边作和OBOD 平行四边形 ODEB，连结 AC，AE 和 CE。 

求证： ACE 也是等边三角形 

 

 【观察与思考】借助于等边三角形“两邻边的 60°旋转重合性”，容易发现： 

 

Ⅰ、 重合于 ABE ； 

 

 

 

 

  

Ⅱ、 重合于 EDC 。 

 

 

由以上旋转重合中任选一个，都不难使本题获解。 

证明方法一：在 ABEAOC  和 中， 

AB，AO  ABEOBEABOCODABOAOCBE，ODOC  120 ， 

EABCAOAE，ACABE，AOC  。 

又  60OABOAEEABOAECAOCAE  

ACE 是等边三角形。 

 

方法二：通过证 AOC 和 EDC 全等，请同学们自己完成。 

 

【说明】由上例进一步看出，熟悉并善于运用等边三角形“两邻边的 60°旋转重合性”，能更快速、更准确地发

现与等边三角形相关问题中的全等关系，进而解决许多有关的问题。 

    以等边三角形为背景的题目，绝大部分是依以上三种变换性质展开或衍生的。因此，依这三种变换性质去寻找

解法，既是正路，也是捷径。 

 

五、等腰直角三角形的变换性质 

从变换的视角来看，等腰直角三角形有如下的三种特征： 

特征一：它是以斜边上的中线所在直线为轴的对称图形（这是由“等腰”决定的）； 

特征二：它是以斜边上的中点为中心的 90°旋转重合图形（意义见下文）；  

特征三：它的两条直角边关于直角顶点具有 90°的旋转重合性。 

 

特征一的应用亦如一般的等腰三角形一样，而与等腰直角三角形相关的问题，更多的却是由其特征二和特征三所引

发的，相应地，这些问题的解决也便多以特征二和特征三为思考的依据及落实的线索，以下举例来说明。 

 

1、等腰直角三角形“以斜边中点为中心的 90°旋转重合性”。 

  我们知道，在等腰直角三角形 ABC 中，若 AO 是斜边 AB 的中线（或高线，或顶角的平分线）——即 O 为斜边

的中点，那么，将 ACORt 绕点 O 顺时针旋转 90°，则它与 CBORt 重合（点 A重合于点 C处，点 C重合于点 B

处）。如图所示，同样地，将 COBRt 绕点 O 逆时针旋转 90°，则它与 AOCRt 重合（点 C重合于点 A处，点 B

B 

E 

D C 

A 

O 

AOC  
绕 A 沿逆时针方向 

旋转 60° 

AOC  
绕 C 沿顺时针方向 

旋转 60° 

C（A） 
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处重合于点 C处）。 

 

  等腰直角三角形以上的性质，我们称之为“等腰直角三角形以斜边中点为中 

心的 90°旋转重合性”（以下简称“90°旋转重合性”）。这一性质可以说是 

等腰直角三角形最为本质的特征，因此有着极为广泛的应用。 

 

 

例 1  在 ABC 中，AC=BC，  90C ，将一块直角三角板的顶点放在斜边 AB的中点 P处，将三角板绕点 P旋转，

三角板的两直角边分别交射线 AC，CB 于 D，E 两点，图（1），（2），（3）是旋转三角板得的图形中的三种情况。 

 

   探究并证明：线段 PD 和 PE 之间有什么数量关系？写出结论并证明。 

 

 

  

 

  

 

 

 

   

 

 （1） （2） 

 

 

 

 （3） 

 

【观察与思考】根据题目的条件和要回答的问题，我们首先考虑到等腰直角三角形的“90°旋转重合性”。为此，

在三种情况的图形中均连结 CP，如下面各图： 

 

 

 

 

  

  

 

 

 （3`） 

 （1`） （2`） 

 

在图（1），图（2），图（3）中均有： 

 

 

 重合于 EBP ，从而 EBPDCP  ，得 PD=PE，即 3 种情况有统一的结论 

和统一的证法。 

A 

B C E 

P 
D 

A 

B C E 

P 

D 

A 

B C E 

P 

D 

A 

B C E 

P 
D 

A 

B C E 

P 

D 

A 

B C E 

P 

D 

DCP  
绕点 P 逆时针 

旋转 90° 
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解：在 3 种情况中，均有结论，PD=PE。证明如下： 

在图（1），图（2），图（3）中，都连结 CP，在 DCP 和 EBP 中，CP=BP， EBPDCP  （在图（1）和 

图（2）中，这两个角都为 45°，而在图（3）这两个角都为 135°） EPBDPC  （在图（1）和图（2）中这

两个角同为 CPE 的余角，而图（3）中，这两个角同为 DPB 的余角。 

 EBPDCP  ，可得 PD=PE。 

 

【说明】在本题中，等腰直角三角形的“90°旋转重合性”）引导我们找到如上的既统一又简捷的解决方法，这就

是本质特征所揭示的规律的普遍化作用。 

 

例 2，如图，在 ABC 中， BCACACB  ,90 ，直线MN 经过点 C，且 MNAD  于点 D， 

MNBE  于点 E。 

（1）当直线MN 绕点 C旋转到图（1）的位置时，求证：DE=AD+BE； 

（2）当直线MN 绕点 C旋转到图（2）的位置时，求证：DE=AD—BE； 

（3）当直线MN 绕点 C 旋转到图（3）的位置时，试问：DE，AD，BE 有怎样的等量关系？请写出等量关系，并加

以证明。 

 

 

 

 

 

 

 

 （1） 

 （2） （3） 

 

【观察与思考】首先想到借助等腰直角三角形的“90°旋转重合性”来探究： 

在图（1），图（2），图（3）中，都取斜边 AB 的中点 P如下面的图（1`），图（2`），图（3`）则容易看到： 

 

 

 

 

  

  

 

 

 

 （1`） （2`） （3`） 

 

 

在这三个图中均有： 

 

 

 重合于 CBERt ，即 CBERtACDRt  ， 由此推得： 
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ACDRt  绕点 P 顺时针 
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AD=CE，CD=BE。据此不仅立刻得到图（1）和图（2）情况的结论，并且也使我们很快看到在图（3）的情况应当

有 DE=BE—AD。 

解：在图（1），图（2）和图（3）中，同时考查 ACDRt 和 ,CBERt  

CBEACDCBAC  , （同为 BCE 的余角）。 

CE，ADCBERtACDRt  得, CD=BE。 

（1）在图（1）的情况下，DE=CE+CD=AD+BE； 

（2）在图（2）的情况下，DE=CE—CD=AD—BE； 

（3）在图（3）的情况下，结论为 DE=BE—AD，理由是：此时 DE=CD—CE=BE—AD 

 

【说明】由于我们从等腰直角三角形的“90°旋转重合性”这一特征出发，就抓住了图（1），图（2）和图（3）

各种情况的本质（ ACDRt 和 ,CBERt 关于点 P 成 90°旋转重合），因此，三种情况下不同的结论只是共同性

质的不同反映而已，可见，最为优化的解法是由最恰当地运用最为本质的性质而得到的。 

 

2、等腰直角三角形两直角边以直角顶点为中心的 90°旋转重合性 

如图，等腰直角三角形 ABC 中，CA，CB 是直角边，显然有 

 

 

有 重合于 CB，当然亦有 CB 绕点 C 顺时针旋转 90°则与 CA重合。 

 

 

 

 

 

   我们将等腰直角三角形的这一性质简称为“两直角边 90°旋转重合性”。等腰直角三角形的这一特征也有着广

泛的应用。 

例 3  如图，在 ABC 中，已知 ,,90 CBCAACB  D，E 为 AB 上的两点，且  45DCE 。 

求证：
222 DEBEAD   

【观察与思考】由要证的结论立刻想到应将 AD，BE，DE 三条线段转化成同一个直角三角形的三条边（且与 DE 相等

的边斜边）。 

 

 

若作 重合于 'CBD ，如图（1），连结 'ED ， （1） 

 

这时易知 EBD' 中  90'BED 。 

证明：在 CAB 的外侧作 ,' ACDBCD  截取 ,' CDCD  连结 EDBD ',' 如图（1`）。 

在 CAD 和 'CBD 中，CA=CB， ',' BCDACDCDCD  ， 

CA 
以 C 为中心逆时针 

旋转 90° 

A 
B 

C 

A 
D E B 

C 

CAD  
绕点C逆时针 

旋转 90° 

A 
D E B 

C 'D  
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BDADCADCBDCBDCAD  且,45',' ′， （1`） 

D ′ CBDBE  ′  904545CBA  

又在 CED 和 CED ′中，CE 公用，CD=CD′。 

ECD ′ BCDECB  ′ ECDDCEACBACDECB  454590  

EDDECEDCED ','  得  

在 EBDRt ' 中，有 ,'' 222 EDBEBD  即
222 .DEBEAD   

【说明】这里就是恰当地运用了等腰直角三角形两直角边关于直角顶角的 90°旋转重合性。成功地实现了对线段

AD，DE 的“转移”，将原本在一条直线的三条线段转化成了同一个直角三角形的三条边。 

3、等腰直角三角形的轴对称性 

  等 腰直角三角形的轴对称图形（斜边上的中线所在的直线为其对称轴），有的题目的解决， 

需要借此作“轴对称构造”。 

例 4  如图，在 ABC 中， ,,90 ACABBAC  D 是 ABC 内一点， 

 且  15DCADAC  （1） 

求证：BD=BA。 

 

  【观察与思考】由  15DAC ，启发我们利用等腰直角三角形的轴对称性，作  15BAE ，且取 AE=AD，

如图（1`），易知 ,ACDABE  而 AED 为等边三角形。从中推得 ,150 DEBAEB 进而可有 

DBEABE  ，得 BA=BD。 

 

证明：在 ABC 内作  15CADBAE ，且取 AE=AD，连结 BE，DE，如图（1`），这时 AED 为等边三角形。 

在 ABE 和 ACD  中，AB=AC，AE=AD，  15CADBAE  

 150, ADCAEBACDABE  

在 BAE 和 BDE 中，BE 公用，AD=DE。 （1`） 

 

       BEA 15060150360  

BDBABDEBAE   

 

  【说明】 在本题，尽管没有画出对称轴，但并不妨碍我们利用“等腰直角三角形的轴对称性”去思考问题，这

恰恰说明了“变换性质”做为观察和研究图形的一个“视角”，一种“思想意识”，是多么有力有效。 

 

     通过以上几例可以看出，等 腰直角三角形的三大特征：“绕斜边中点 90°旋转重合性”、“两直角边的 90°

旋转重合性”、“轴对称性”，是认识等腰直角三角形和解决与之相关问题的重要基础和有力武器。 

 

六、平行四边形的变换性质 

从变换的视角来看，平行四边形的基本特征反映在如下的两个方面： 

特征Ⅰ：平行四边形是“中心对称图形”，两条对角线的交点就是它的对称中心； 

特征Ⅱ：平行四边形的两组对边，分别具有“平移重合”的关系。 

A 

B C 

D 

D E 

A 

B C AEDBEABED  360
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与平行四边形有关的的问题，大都可以沿着如上的两个特征去观察、研究，并获得解决。 

 

1、平行四边的“中心对称性”和其应用 

如图，若 O 是平行四边形 ABCD 对角线的交点，那么平行四边形 ABCD 重 合 于

平行四边形 CDAB。 

 

在上述的 180°旋转变换中，不仅有 , , , , 

 

还有关于点 O 所有中心对称的元素都是相互重合的。 

平行四边形的这一特征，有着极为广泛的应用。 

 

例 1  如图 ，四边形 ABCD 为平行四边形， BDAE  于点 E， BDCF   

于点 F，在 DB 的延长线上和 BD 的延长线上分别有点 G 和点 H，且 BG=DH。 

（1）请写出图中所有的全等三角形。 

（2）请选一个全等三角形给出证明（ CDBABD  除外） 

 

【观察与思考】显然，BD 的中点 O 为整个图形的对称中心，即有 ， 

 ， 

 ， 。这样，当任取其中的三点在图中构成三角形时，则分别与它们中心对称的 

 

三点也在图中构成三角形，并且这样的两个三角形是全等的，因此，图中的全等三角形有： 

 

;CDBABD  CDFABE  ； CDHABG  ； 

CFHAEG  ； CBHADG  ； CBFADE  。 

这些全等三角形的每条依据也是是关于点 O 为中心对称的。 

 

解：（2）现在证明 AEG 和 CFH 全等。 

CDFABECDAB  , （内错角） 

CDFRtABERt  ，得 AE=CF，BE=DF。 

CFHRtAEGRtFHDHFDBGEBEGCFAE  ,, 。 

【说明】本题中不仅全等三角形是中心对称的，而且应按中心对称去寻找相等的对应元素。 

 

例 2  如图，在平行四边形 ABCD 中，两条对角线相交 于点 O，点 E，F，G，H 分别是 OA，OB，OC，OD 的中

点，以图中的任意四点（即点 A，B，C，D，E，F，G，H，O 中的任意四点）为顶点画出两种不同的平行四边形，

并说明理由。 

第二种： 

第一种： 

 

 

 

 

绕点 O 逆（顺）时针 

旋转 180° 

A C B D OA OC OB OD 

A 

B C 

D 

O 

A C 
B D 

E

E 

F

E 

G H 

A 

G 

B C 

D 

H 

F 

E 

A 

B C 

D 

O 

F G 

E 
H 

A 

B C 

D 

O 

F G 

E 
A 
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【观察与思考】当然，用试着画的方法，不难解答本题，但如果按平行四边形的中心对称性来思考，则可有序地得

到全部可能的答案。A，B，C，D，E，F，G，H 这八个点关于点 O 有如下的对称关系： 

 

 ， ， ， 共四对。从这四对中任意取出两对， 

 

（共四个点），当它们不在同一条直线时，则必构成平行四边形，这就是： 

 

平行四边形 ABCD（已知），平行四边形 AFCH，平行四边形 BEDG，平行四边形 EFGH。 

 

【说明】这样依变换性质指导下的思考既有秩序又全面。 

2、平行四边形的对边平行关系的应用 

   平行四边形的对边平行且相等（即可经过平移后重合），其作用常体现在以下两个方面： 

Ⅰ、构造相似三角形； 

Ⅱ、进行等积变换。 

 

（1）平行四边形基础上的相似三角形 

例 3  如图，已知平行四边形 ABCD 中，过点 B 的直线顺次与 AC，AD 以及 CD 的延长线相交于点 E，F，G，若

BE=5，EF=2，则 FG 的长是          。 

  

【观察与思考】在图中，由 AB//CG，可得 GCE ∽ BAE ，从中推得
EA

EC

EB

EG
 ① 

 

而由 AF//BC，易知 CEB ∽ AEF ，从中推得
EF

EB

EA

EC
 ②。 

由①和②得 5.12
2

5
,

22


EF

EB
EG

EF

EB

EB

EG
即  

而 5.1025.12  EFEGFG  

解： 5.10FG 。 

 

（2）平行四边形基础上的面积问题 

例 4   已知如图，平行四边形 ABCD 中，  ABCbABaAD ,, ，点 F为线段 BC上的一点（端点 B，C除外），

连结 AF，AC，连结 DF，并延长 DF 交 AB 的延长线于点 E，连结 CE。 

 

（1）当 F为 BC 的中点时，求证 EFC 与 ABF 和面积相等； 

（2）当 F为 BC上任意一点时， EFC 与 ABF 的面积还相等吗？说明理由。 

 

 

【观察与思考】由四边形 ABCD 是平行四边形，不难发现 

EFCABFDCFEFCEDCABCDDCFABF SS，SSSSSS   得平行四边形
2

1
 

这样一来，（1）和（2）的解决途径同时被发现了，其实，点 F为 BC 上任意一点时 ABFEFC SS   被证明了，当然

A C B D E

E 

G

E 

F H 

A 

B C 

D 

G 

E 

F 

D 
A 

C F 
B 

E 
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（1）的情况已包含于其中了。 

解；在情况（1）和情况（2）中，均有 ABFEFC SS   。证明如下： 

设 F为 BC 上任意一点，则有 

ABCDFABABCDDCFABF SSSSS 平行四边形平行四边形
2

1
  ， 

ACDECD SS   （这是因为 AE//CD）=
ABCD

S平行四边形
2

1
。 

ABCDDCFEFCECD SSSS 平行四边形
2

1
   

DCFEFCDCFABF SSSS    

EFCABF SS    

【说明】如上的解法，一是恰当地运用了“平行四边形对边平行”所带来的三角形面积的转换；二是把不易直接沟

通的两个三角形的面积同时加上 DCFS 后，便与原平行四边形的面积巧妙地联系起来了。 

七、正方形变换性质 

   从变换的角度来看，正方形的本质特征可以反映在以下三个方面； 

   特征Ⅰ、正方形是以其中心（即对角线的交点）为中心的“90°旋转对称”图形； 

   特征Ⅱ、正方形的邻边以其公共顶点为中心“90°旋转重合”； 

   特征Ⅲ、正方形是轴对称图形，对边中点连线和两条对角线，都是它的对称轴。 

 

与正方形有关的许多问题，正是要以这些特征为解决的依据和思考的线索。 

 

1、正方形的“90°旋转对称性”及其应用 

  如图，正方形 ABCD 的对角线交于点 O，若以 O为中心，按顺时针（或逆时针）旋转 90°，则 

 

 ，B C， C D， D A。即旋转后的图形与原正方形重合，这就是正方形的“90°旋转

对称性”。 

这一性质是正方形本质特征的最为典型的表现，因此有着极广的应用。 

 

 

 

 

 

例 1  如图，在正方形 ABCD 中，O 是对角线，AC，BD 的交点，过点 O作 OFOE  ， 

OE，OF 分别交边 AB，BC 于点 E和 F，若 AE=4，CF=3。 

 

（1）求 EF的长； 

（2）求 EOF 的面积 

 

 

【观察与思考】（1）根据正方形的“90°旋转对称性”，易知在本题中有： 重 合 于

BFO ，在 EFBRt 中，可求出 EF的长。 

A B 

O 

A 

B 
C 

D 

O 

A D 

C B F 

E 

AEO  
绕点 O 逆时针 

旋转 90° 
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（2）由正方形的“90°旋转对称性”，可知： 

EOFABCDOEBF
S，SS  进而可求出正方形四边形

4

1
。 

解：（1）在 AEO 和 BFO 中， BOFAOEOBFOAEBOAO  ,45, （同为 EOB 的余角） 

4,  BFAEBFOAEO 得  

347734  AEABEBAB，FCBFBC  

在 54343 2222  BFEBEF，，BF，EBEFBRt 得中  

（2）
4

49

4

1
49722 

ABCDOEBFABCD
SS，ABS 正方形四边形正方形 而  

4

25
43

2

1

4

49
  EFBOEBFEOF SSS 四边形  

 

【说明】对于正方形的“90°旋转对称性”的认识，不仅帮我们顺利地发现了问题的解决思路，并借助“90°旋转

对称性”，规则地找到了全等三角形的对应元素。另外，在求 EOF 的面积时更是借助正方形的“90°旋转对称

性”巧妙而有效地沟通了该面积与正方形 ABCD 的面积及 EFBRt 面积的关系，使问题快速得解。 

例 2   如图（1），四边形 ABCD 是正方形，直线 321 ,, lll ，分别经过 A，B，C三点，且 321 //// lll ，若 1l 与 2l 的距离

为 ,a 32 ll 与 的距离为 ,b 则正方形 ABCD 的面积等于                。 

 

 

 

 

  

 （1`） 

 

 

【观察与思考】关键是要把正方形的边长和两个距离 ba, 沟通起来。 

若作 2lAE  点 E，作 2lCF  点 F，则 ,, bCFaAE  （如图（1`）），这时容易看到： 

 

 

  

 

可知，在 CBFRt 中，由 ,, aAEBFbCF  可推得
22222 baCFBFCBS

ABCD
正方形  

解：填
22 ba   

【说明】在本题的解法思考中，正方形的“90°旋转对称性”发挥着关键的引导作用。 

 

2、正方形邻边的“90°旋转重合性”及其应用 

A B 

D C 

1l  

2l  

3l  

A B 

D C 

1l  

2l  

3l  

O 

E 

F 

BAERt  
绕点 O 顺时针 

旋转 90° 
重合于 CBFRt  
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如图，正方形 ABCD 中，若以顶点 A为中心，将边 AB逆时针旋转 90°，则与边 AD 重合，这一性质可简称为正方形

邻边“90°旋转重合性”，这一性质在一些关于正方形题目有着很好的作用。 

 

例 3   在平面直角坐标系 xOy中，四边形 OEFG 为正方形，点 F 的坐标为（1，1）。 

将一个最短边长大于 2 的直角三角形纸片的直角顶点放在对角线 FO 上。 

（1）如图（1），当三角形纸片的直角顶点与点 F 重合，一条直线边落在直线 FO 上时，这个三角形纸片与正方形 

 

OEFG 重叠部分（即阴影部分）的面积为           。 

 

（2）若三角形纸片的直角顶点不与点 O，F 重合，且两条 

直角边与正方形相邻两边相交，当这个三角形纸片与正方形 

OEFG 重叠部分的面积是正方形面积的一半时，试确定三角 

形纸片直角顶点的坐标（不要求写出求解过程），并画出此时 （1） 

的图形。 

 

 

【观察与思考】对于（1），易知 ；S
2

1
重叠 对于（2），容易想到符合条件的两种情况，图（11）和 （22），其

中均有
OEFG

SS 正方形阴影正方形
2

1
 ，这时，阴影正方形的边长为

2

2
。 

 

 

 

 

  

 （11） 

 （22） 

 

 

 

再根据正方形邻边的“90°旋转重合性”，图（11）和图（22）可分别（等积地）演变成一般情况如图（111）和 

图（222）。 

解：（1）
2

1
； 

（2）直角顶点的坐标为














2

2
,

2

2
或
















2

2
1,

2

2
1 此时的图形如图（11`）和图（22`） 
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 （22`） 

  

 

 

 （11`） 

 

 

 

【说明】正是对正方形邻的“90°旋转重合性”的深刻认识，使本题的解决顺畅而简捷 

 

3、正方形轴对称性及其应用 

我们知道，正方形是轴对称图形，它有四条对称轴，正方形的这一性质，也在许多题目中起着很好的作用。 

 

例 4  如图，已知 P是正方形 ABCD 对角线 BD上一点， ,, BCPFDCPE  E，F分别是垂足。 

求证： EFAP  。 

 

 

 （1`） 

 （1） 

 

【观察与思考】注意到 BD 是正方形 ABCD 的一条对称轴，点 C 和 A 关于该对称轴对称，立刻有如下的解。 

解：如图（1`）连结 PC。 

根据已知条件四边形 CEPF 是矩形，得 CP=EF。 

而在 DCPDAP  和 中， DC，DA DP 公用， ADP CDP 45 ， 

DCPDAP  ，有 AP=CP，进而有 AP=EF 

 

以正方形为背景的题目：大都是沿正方形如上的三种变换性质生成的，其相应的解法从三种变换性质入手，再合适

不过，恰当不过！ 

 

练习题 

1、如图，在 ABC 中， BCADCB  ,2 于 D，M 为 BC 的中点， cmAB 8 ，则 MD 的长为         。 

 （1） （2） 

 

 （3） 

 

 

 

2、如图，在 ABCRt 中，  90BAC ，E，F 分别是 BC，AC 的中点，延长 BA 到点 D，使 ,
2

1
ABAD  连结

DE，DF。 
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（1）求证：AF 与 DE 互相平分；   （2）若 BC=4，求 DF 的长。 

 

 

3、如图，在 ABCRt 中，  90A ，D 为斜边 BC 的中点，E 为 AB 上任意一点（ 不与 A，B 重合）， DEDF 

于 D，交 AC 于点 F。 

求证：
222 CFBEEF   

 

 

 

4、如图，在 ABC 中，  60B ，AD，CE 分别是 BCABAC  , 的平分线，AD，CE 相交于点 F。请你判断

FE 和 FD 之间的数量关系。并说明理由。 

 

 

 

 

 

5、已知：如图，平行四边形 ABCD 中， BCD 的平分线交 AB 于 E，交 DA 的延长线于 F。 

求证：AE=AF 

 

 

 

 

 

 

6、如图，D 为等边三角形 ABC 内一点，E 为 ABC 外部一点，满足： DBCDBEBABEDBDA  ,, 。

求 BED 的度数。 

 

 

 

 

 

7、如图，D 为等边三角形 ABC 的 BC 边上一点，以 AD 为边作等边三角形 ADE，连结 BE。 

探究：BE 和 AC 有怎样的位置关系？并说明理由。 

 

 

 

 

 

 

 

 

8、如图，在等腰直角三角形 ABC 中，P 是斜边 BC 的中点，以 P 为直角顶点的两边分别与边 AB，AC，交于点 
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E，F，当 EPF 绕顶点 P 旋转时（点 E 不与 A，B 重合）， PEF 也始终是等腰直角三角形，请你说明理由。 

 

 

 

 

 

 

 

9、如图，在等腰直角三角形 ABC 中，  90ACB ，D 为 BC 的中点， ABDE  垂足为 E，过点 B 作 BF//AC

交 DE 的延长线于点 F，连结 CF 交 AD 于 G。 

（1）求证： CFAD  ； 

（2）连结 AF，试 ACF 判断的形状，并说明理由。 

 

 

 

 

 

10、如图， ABC 中，  90ACB ，AC=BC，CO 为中线。现将一直角三角板顶点放在点 O 上并绕点 O 旋转，

若三角板的两直角边分别交 AC，CB 的延长线于点 G，H。 

（1）试写出图中除 AC=BC，OA=OB=OC 外其他所有相等的线段。 

（2）请你选一组你写出的相等线段给予证明。 

 

 

 

 

 

 

11、D 是等腰直角 ABC 内一点，BC 是斜边，如果将 ABD 绕点 A 按逆时针方向旋转到 'ACD 的位置，则 'ADD

的度数是                 。 

 

 

  

 

 

12、已知，如图，在平行四边形 ABCD 中， 5,1,  BCABACAB ，对角线 AC，BD 交于 O 点，将直线 AC

绕点 O 顺时针旋转，分别交 BC，AD 于点 E，F。 

（1）证明：当旋转角为 90°时，四边形 ABEF 是平行四边形。 

（2）试说明在旋转过程中，线段 AF与 EC 总保持相等； 

（3）在旋转过程中，四边形 BEDF 可能是菱形吗？如果不能，请说明理由；如果能，说明理由并求出此时 AC 

绕点 O 顺时针旋转的度数 。 
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13、如图，在平行四边形 ABCD 中，E 为 BC 边上一点，且 AB=AE。 

求证：（1） EADABC  ； 

（2）若 AE 平分 AEDEACDAB  求,25, 的度数。 

 

 

 

 

14、已知，如图（1），在平行四边形 ABCD 中，O 为对角线 BD 的中点，过 O 的直线 MN 交直线 AB 于点 M，交

直线 CD 于点 N，过 O 的一条直线 PQ 交直线 AD 于点 P，交 BC 于点 Q，连结 PN，MQ。 

 

（1）试证明 PON 与 QOM 全等； 

（2）若点 O 为直线 BD 上任意一点，其他条件不变，则 PON 与 QOM 又有怎样的关系？试就点 O 在图（2）

的位置，画出图形，证明你的猜想。 

 

 

 

 

 

 （1） 

 

 （2） 

 

 

 

15、如图，已知正方形 ABCD 的对角线 AC 和 BD 相交于 O，点 M，N 分别在 OA，OD 上，且 MN//AD。 

 

探究：线段 DM 和 CN 之间的数量关系，写出结论并给出证明。 

 

 

 

 

 

 

16、如图，在四个动点，P，Q，E，F 分别从正方形 ABCD 的四个顶点出发，沿着 AB，BC，CD，DA 以同样的速

度向 B，C，D，A 各点移动。 

（1）判定四边形 PQEF 的形状； 

（2）PE 是否总是经过某一个定点，并说明理由； 

（3）四边形 PQEF 的顶点位于何处时，其面积最大，最小？各是多少？ 
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17、已知  90AOB ，在 AOB 的平分线 OM 上有一点 C，将一个三角板的直角顶点与 C 重合，它的两条直角

边分别与 OA，OB（或它们的反向延长线）相交于点 D，E。 

当三角板绕点 C 旋转到 CD 与 OA 垂直时（如图（1），易证： OCOEOD 2 。 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 （1） 

 （2） 

 （3） 

    当三角形绕点 C 旋转到 CD 与 OA 不垂直时，在如图（2），图（3）这两种情况下，上述结论是否成立？若成

立，请给予证明；若不成立，线段 OD，OE，OC 之间又怎样的数量关系？写出你的猜想，并写出理由。 
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