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关节十二 

探究二：几何图形的不变性 

和变化规律以及特殊条件下的特定性 

 

关于几何图形性质方面的探究，已成为近年来各地中考试卷中带有普遍性的热点，细分起来，这样的题目 

又可分为两大类： 

第一类，设置变化性的图形背景，探究由变化所体现的“图形不变性”或“变化规律”。 

第二类，设置附有特殊条件或特殊结论的图形背景，研究由此生产的“特定性质”。 

这两类探究问题正好体现着人们扩展认识的两个基本方向：一是由特殊向一般扩充，二是向相对更为特殊的方

向深入。 

现在我们分别来解析与归纳这两类探究性问题应解的思考特征。 

 

一、探究图形变化引出的不变性或变化规律 

从图形变化过程来看，又分为三条途径： 

Ⅰ、由“图形变换”形成变化背景，探究其中的不变性或变化规律； 

Ⅱ、由“特殊到一般”形成的变化背景，探究其中的不变性或变化规律； 

Ⅲ、由“类比”形成的变化背景，探究其中的不变性或变化规律。 

从解法的思考来说，三类题目尽管有很多一致性，但因图形变化的背景不同必然带来基本切入点的不同。 

 

 

1、图形变换引出的不变性或变化规律 

我们知道，图形的“轴对称”、“平移”、“旋转”这些变换，是图形运动及延伸的重要途径，研究这些“变

换”中的图形的“不变性”或“变化规律”，便是既自然又现成的展开方式。对于这些起源于“变换”的探究性问

题，解法的思考当然要围绕“变换”而展开，主要思考方向可有： 

 

Ⅰ、化归到基本图形的“变换性质”； 

Ⅱ、沿“变换”考查图形变化中所体现的统一性和差异性。 

 

 

（1）借助于“化归到基本图形或变换性质”的思考获得解达 

例 1   如图（1），在 ABC 中， BACGACAB  , 交 BA 的延长线于点 G。一等腰直角三角尺按如图（1）所

示的位置摆放，该三角尺的直角顶点为 F，一条直角边与 AC 边在一条直线上，另一条直角边恰好经过点 B。 
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 （1                         （2）                          （3） 

 

 

 

 

 

（1）在图（1）中请你通过观察、测量BF 与CG 的长度，猜想并写出BF 与CG 满足的数量关系， 

然后证明你的猜想。 

（2）当三角尺沿 AC 方向平移到图（2）所示的位置时，一条直角边仍与 AC 边在同一直线上，另一条直角边交BC

边于点 D。过点 D 作 BADE  于点 E。此时请你通过观察、测量 DFDE, 与CG 的长度，猜想并写出 DFDE  与

CG 之间满足的数量关系，然后证明你的猜想。 

（3）当三角尺在（2）的基础上沿 AC 方向继续平移到图（3）所示的位置时，（点 F 在线段 AC 上，且点 F 与点 C

不重合）时，（2）中的猜想是否仍然成立？（不说明理由）。 

 

【观察与思考】经过仔细审题，排除“三角尺”和其平移的表面  

干扰，题中的图（1），图（2），图（3）对应的几何图形就是： 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

    

 

 

 

 （1`） （2`） （3`） 

 

   它们就是我们早已熟悉的基本模式；“等腰三角形底边上任意一点到两腰的垂线段之和都等于这个三角形一腰

上的高”。至此，本题的解法已是显而易见，本题的思考就是“回归到基本模式”，而题目所体现的就是“图形中

变换中的不变性”。 

 

例 2   用两个全等的正方形 ABCD 和CDFE拼成一个矩形 ABEF ，把一个足够大的直角三角尺的直角顶点与这

个矩形的边 AF 的中点 D 重合，且将直角三角尺绕点 D 按逆时针方向旋转。 

（1）当直角三角尺的两直角边分别与矩形 ABEF 的两边 BE，EF 相交于点 G，H 时，（如图（1），通过观察或

测量 BG 与 EH 的长度，你能得到什么结论？并证明你的结论。 

（2）当直角三角尺的两直角边分别与 BE 的延长线，EF 的延长线相交于点 G，H 时，（如图（2）），你在图（1）

中得到的结论还成立吗？简要说明理由。 
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CABF  于 F ， BACG  于G  

ACAB  ，D 为 BC 上一点， 
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BACG  于 G。 

A 

B D 

G F 

C 

E 

,ACAB  D 为 BC 上一点， 

BADE  于 E， CADF  于 F， 

BACG  于 G。 
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 （2） 

 

 （1） 

 

【观察与思考】可以有两种化归的思考方法： 

 

方法Ⅰ、若将原图再补上两个全等的小正方形，使基本背景成为一个大正方形，如图（1`）和图（2`）。这时点 D

就是大正方形的中心。根据“正方形是关于中心 90°旋转对称图形”（见关节四），立刻知道 DCGRt 绕点 D 逆

时针旋转 90°便与 DFHRt 重合，当然全等，即均有 FHCG  ，进而有 EHBG  。 

 

方法Ⅱ、原图的背景 ABCEFD 是由两个全等的的正方形拼成，因此，若正方形 ABCD 绕点 D 逆时针旋转 90°，

则它与正方形CEFD 重合，由  90GDH ，可知在此过程中BG 与EH 重合（具体论述略）。 

 

 

 

 

 

 

 （1`） （2`） 

 

 

 

 

 

本题的思考也是回归到“基本图形的性质”，而题目体现的也是“图形变换中的不变性”。 

解：只需按如上的方法Ⅰ写出相应的三角形全等的理由即可（结论和过程略）。 

 

例 3   已知，四边形 ABCD 中，  60,120,,, MBNABCBCBACDBCADAB ， MBN 绕 B

点旋转，它的两边分别交 DCAD, （或它们的延长线）于 E，F。 

当 MBN 绕 B 点旋转到 CFAE  时，（如图（1），易证： EFCFAE  。 

 

当 MBN 绕 B 点旋转到 CFAE  时，在图（2）和图（3）中这两种情况下，上述结论是否成立？若成立，请给

予证明；若不成立，线段 EFCFAE ,, 又有怎样的数量关系？请写出你的猜想，不需证明。 

 

 

 

 

 

 

 

 （1） （2） （3） 
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【观察与思考】由背景  120, ABCBCBA ，可知BA 和 BC 具有绕点 B 旋转 120°的重合性，依此构造全等

三角形。 

解：在图（1）和图（2）中均有 EFCFAE  ，理由如下； 

如图（1`）和图（2`），作  60FBG ，交 DC 延长线于点 G（这时即有 BAERt 绕点 B 顺时针旋转 120°重合

于 BCGRt 中， 

 

 

 

 

 

   

   

 

 

 

 

 （1`） （2`） （3`） 

 

在 BAERt 和 BCGRt 中， 

CBGFBCFBCEBFEBCABEBCBA  60)(120120, 。 

,BCGRtBAERt  BGBECGAE  , 。 

在 BEF 和 BGF 中， BFBGBEGBFEBF ,,60  公用。 

BGFBEF  ， CFAECFCGGFEF  。 

 

对于（3）的情况，有结论： CFAEEF  。理由是： 

如图（3`），作 ,60EBG 交 AD 于点 G，与情况（1`）、（2`）类似地可证明 

BCFRtBAGRt  ，得 ,CFAG  又可有 BFEBGE  ，可知 CFAEAGAEEGEF   

由图（1）到图（2）体现的是“不变性”，而由图（1）到图（3），体现的却是“变换过程中的变化规律”。 

由以上三个例子可以看出： 

 

   许多由图形变换引出的不变性或变化规律问题，解法思考的第一选择是将问题化归到“基本图形的变换性质”。

这也进一步说明：“化归到基本”是数学思考的最基本的最重要的原则。 

 

（2）借助于考察图形变换过程中各种形态（情况）的统一和差异性来获得解法 

 

例 4  如图，已知矩形 ABCD ， ,3,3  BCAB 在 BC 上取两点 E，F（E 在 F 左边），以EF 为边作等边三角

形 PEF ，使顶点 P 在 AD 上， PFPE, 分别交 AC 于点 HG, 。  
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（1）求 PEF 的边长； 

（2）若等边三角形 PEF 的边 EF 在线段 BC 上移动，试猜想： 

PH 与 BE 有何数量关系？并证明你猜想的结论。 

 

 

【观察与思考】本题的核心是研究特定的等边 PEF 在矩形 ABCD 内平移的有关问题，首先，把矩形 ABCD 的情

况搞清楚：在已知数据的基础上易知
3

3
tan ACB ，即 

 30CADACB  

其次，把等边 PEF 在矩形 ABCD 内平移中的各类形态集中在图（1）中，进行观察和比较，容易看到： 

第一，在特殊情况（E 重合于 B 时），由 ')'( PEABRt 可计算出 2
30cos

3
'' 


EP 。即 PEF 的边长为 2。 

第二，比较 PEF 和 ''' FEP 两种形态对应的图形情况，有 1''  BEAPPPPAPH ，再比较 '''''' FEP

和 ''' FEP 两种形态所对应的图形情况，有 1'''''''')''(''''  BEAPPPAPHFP 。这就促使我们形成了对

PH 和 BE 数量关系的猜想，并找到了其根据，至于计算和证明，我们还应按题目提供的一般情况的图形来进行。 

 

 

 

 

 

 （1） （2） 

 

 

 

解：（1）过 P 作 BCPQ  于 Q，如图（2），在 PEQRt 中， 

2

2

3

3
,60,3  PEPEQABPQ 。 

（2） PH 和 BE 数量关系是 1 BEPH 。理由如下： 

作 ,//' PEBP 交 AD 于 'P ，如图（3） （3） 

在 ABPRt ' 中， 1',30',2'  APABPBP 。 

1'',30  BEAPPPPAPHPHAPAH 。 

【说明】正是借助于对特殊情况的考察，特别是不同形态情况的对比，更快地发现了等边 PEF 平移反映的不变

性。 

例 5   （1）如图，（1），OA，OB是⊙O的两条半径，且 OBOA ，点 C 是OB延长线上的任意一点，过点

C 作CD切⊙O于点 D ，连结 AD 交OC 于点 ,E 求证： CECD  。 
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（2）若将图（1）中的半径OB所在的直线向上平移交半径OA于点F ，交⊙O于点 'B ，其他条件不变，如图（2），

那么 CECD  的结论还成立吗？为什么？ 

 

 

 

 

 

 

 （2） （3） 

 （1） 

 

（3）若将图（1）中的半径OB所在的直线向上平移到与⊙O相离的位置，它与半径OA的延长线交于点 G，点 E

是 DA 延长线与 CF 的交点，其他条件不变（如图（3），那么 CECD  的结论还成立吗？为什么？ 

 

【观察与思考】先考虑图（1）这种特殊情况下是如何推得结论的。背景图形中有两个特殊点：一是 OBOA ，二

是CD切⊙O于点 D ，若连结OD——为使切线发挥作用，如图（1`），立刻得到 ODAOAD  ，而分别为它

们余角的 OEA 和 CDE 自然也就相等，这样，已得到了 CECD  的保证。 

 

将图（2）、图（3）的情况与图（1）的情况对比，上述的“两个特殊点”仍然保持，因此，结论和根据也理应保

持。 

解：（1）连结OD，如图（1`），由 ,OAOD  得 ODAOAD  ， 

OADOEACEDOBOA  90, 。 

CD切⊙O于点 D， CDOD 。 （1`） 

CEDOADODACDE  9090 。 

CECD  。 

 

（2） CECD  的结论仍然成立，理由是： 

在图（2）中连结OD。 

CEDFEAOADODACDE  9090 ， CECD  。 

 

（3） CECD  的结论也是成立的，理由是： 

在图（3）中，若连结OD，与（1）同理， 

有 CEDGAEOADODACDE  909090 ， CECD  。 

 

【说明】Ⅰ、本题的思考突出了先研究特殊，再去沟通其他的情况和特殊情况的本质联系； 

Ⅱ、在本题正是“平移不改变角度”这一特征，保证了题中反映的不变性的成立。 

 

由以上两个例子看出： 

 

   相当多由图形变换引出的不变性或变化规律的问题，解法的思考应沿“变换”为线索，探究清楚其各类形态间

的统一和差异，以及变换过程中“变”与“不变”间的关系， 
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2、由背景扩充引出的不变性或变化规律 

 

由背景扩充，尤其是从特殊到一般，是知识形成与发展的重要途径。在这个过程中，重要的课题就是研究哪些性质

保持不变，哪些性质发生了变化，又是怎样的规律变化的。 

 

  解决这类问题，思考时应该突出如下两点： 

Ⅰ、善于构造“特殊”和运用“特殊”； 

Ⅱ、善于在比较中把握不同情形下的知识与方法的共同点。 

 

（1）善于构造“特殊”和运用“特殊” 

例 6   如图（1），在 ABC 中， .6,5  ACBCAB ECD 是 ABC 沿 BC 方向平移得到的，连结 BE 交 AC

于点 ,O 连结 AE。 

（1）判断四边形 ABCE 是怎样的四边形，说明理由。 

（2）如图（2），P 是线段 BC 上一动点（不与 B，C 重合）。连结PO并延长交线段 AE 于点 Q，四边形PQED的

面积是否随点 P 的运动而发生变化？若变化，请说明理由；若不变，求出四边形PQED的面积。 

 

 

 

 

 （1） （2） 

 

 

 

 

【观察与思考】对于（1），易推得四边形 ABCE 是菱形；对于（2），我们可以借助于点 P 的极端位置来思考，

假定 P 在 B 点处（虽然题目 P 不与 B，C 重合，但不影响我们把这种情况作为思考的“桥梁”），则此时

BEDPQED
SS 四边形 ，如此一来，（2）的结论和理由就一起得到了。 

 

解：（1）四边形 ABCE 是菱形；证明如下： 

ECD 是由 ABC 沿 BC 平移得到的。 ,// ABEC 且 ABEC  ， 

四边形 ABCE 是平行四边形， 

 

又 BCAB  ，四边形 ABCE 是菱形。 

 

（2）四边形PQED的面积不随点 P 的运动而发生变化，是确定的值。 

由菱形的中心对称性知， QEOPBO  ， QEOPBO SS   ， 
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ECD 是 ABC 平移得到的， 6,//  ACEDACED ， 

又 EDBEACBE  , 。 

2468
2

1

2

1
  EDBESSSSSS BEDRtPOEDPBOPOEDQEOPQED 四边形四边形四边形 。 

例 7   已知，如图（1），以 ABC 的边 AB ， AC 为边分别向外作正方形 ABDE 和正方形 ACFG ，连结EG ，

试判断 AEG 和 ABC 面积之间的关系，并说明理由。 

 

【观察与思考】在条件中给出的 ABC 没有任何其他限制，为了获得 

AEG 和 ABC 面积关系的认识，我们对 ABC 从“一般”中取出 （1） 

其包含的“特殊”——令 ABC 中  90BAC ，即直角三角形， 

如图“特殊”，明显地看出，这时有 AEGRtABCRt  ，立刻得 

ABCAEG SS   ，因此，促使我们产生猜想：对于任意的 ABC ，如 

题中操作得到 AEG ，都应当有 ABCAEG SS   。设法验证这个猜想。 

因为 ,ABAE  只需要再有 AEG 中 AE 边上的高和 ABC 中 AB 边 （特殊） 

上的高相等，就可推得 ABCAEG SS   ，而由 EAG 和 BAC 为互补， 

ACAG  ，以上两个高相等是很多容易推出的。（见图（1`） 

解：结论： ABCAEG SS   。理由如下： 

作 ,EAGM  交 EA 的延长线于点M ；作 ,ABCN  交 AB 于点 N 。 

则： CNABSGMAES ABCAEG  
2

1
,

2

1
。 （1`） 

BACACCNGAMAGGMABAE  sin,sin, ， 

又 GAM 和 BAC 同为 EAG 的补角，即 GAM  BAC ， 

 

且 ACAG  ， CNGM   

 

ABCAEG SCNABGMAES  
2

1

2

1
。 

 

由以上两例可以看出： 

 

   为了探究“一般情况”的某种不变性，可以构造或选择恰当的“特殊”，先搞清楚这一“特殊”的情况下的结

论及根据，再由此获得对“一般”的认识及解决的方法。 

 

（2）善于在情景的比较中把握知识或方法的共同点 

 

 

A 

B C 

D 

E 

F 

G 

A 

B C 

D 

E 

F 

G 

A 

B C 

D 

E 

F 

G 

M 

N 

A D 
A D 
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例 8   如图（1），小明在研究正方形 ABCD 的有关问题时，得出：“在正方形 ABCD 中，如果点E 是CD的中

点，点 F 是 BC 边上一点，且 EADFAE  ，那么 AEEF  。”他又将“正方形”改为“矩形”、“菱形”、

和“任意平行四边形”（如图（2），图（3），图（4），其他条件不变，发现仍然有“ AEEF  ”的结论。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 （1） （2） （3） （4） 

 

   你同意小明的观点吗？若同意，请结合图（4）加以说明；若不同意，请说明理由。 

 

【观察与思考】若在图（1）中证明 AEEF  ，应注意利用 BC 的中点 E 的“中心对称功能”，可延长EF 交 AD

的延长线于点 G。如图（1`），由 FEC 和 GED 关于点E 的中心对称，易得 GEFE  。结合 GAEFAE  ，

立刻得 FEAE  。 

   对于图（2），图（3），图（4）的情况，上述辅助线和相应的结果都有同样的保证。因此，“ AEEF  ”的

结论也成立，且证明方法也相同。 

解：（略） 

 

【说明】在本题，尽管图形背景由特殊扩充到一般，但由于 

“AE 是 FAD 的角平分线”，“E 是 CD 的中点”这两个结论 

的决定条件不变，使得结论也就具有“不变性”，即“条件本质   （1`） 

的不变性”决定了“结论的不变性。”。 

 

例 9   如图（1），在梯形 ABCD 中， ,,,// aCDbABCDAB  E 为 AD 边上任意一点， ,// ABEF 且 EF 交BC

于点 F，某学生在研究这一问题时发现如下事实： 

①当 1
AE

DE
时，有

2

ba
EF


 ； 

②当 2
AE

DE
时，有

3

2ba
EF


 ； （1） 

③当 3
AE

DE
时，有

4

3ba
EF


 ； 

 

当 k
AE

DE
 时，参照上述研究结论，请你猜想用 k 表示EF 的一般结论，并给出证明； 

 

（2）现有一块直角梯形田地 ABCD（如图（2）所示），其中 310,,//  ABABADCDAB 米， 170DC 米，

70AD 米，若要将这块地分成两块，由农户来承包，要求这两块地均为直角梯形，且它们的面积相等，请你给

出具体分割方案。 

 

A 

B C 

D 

E 

F 

A 

B C 

G 

E 

F 

D 

A 

F 

C D 

E 

B 
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【观察与思考】对于（1），由①，②，③的情况和结论容易得到 （2） 

猜想：当 k
AE

DE
 时，应有

1




k

kba
EF 。为了获得对这个一般 

猜想的证明，我们从对 2
AE

DE
时这一“简单”情况的研究入手， 

以获得证明方法的启示。 

如图（1`），若 2
AE

DE
，作 DACH // ，交 AB 于 H，交 EF 于M （因为我们总是把梯形的问题转化到平行四边

形和三角形中来解决）。易知 ,AHDCEM  2
AE

DE

MH

CM
，而由 CMF ∽ CHB 得 

3

2

2

1









CMCM

CM

MHCM

CM

CH

CM

HB

MF
，即 

)(
3

2

3

2
abHBMF  ，这样就有

3

2
)(

3

2 ba
abaMFEMEF


 。 

这样的证明手段可以“移植”到“ k
AE

DE
 ”的情况。 

对于（2），实际上是用（1）的结论来解决具体问题。 

 

解：（1）结论为：“当 k
AE

DE
 时，有

1




k

kba
EF 。” （1`） 

至于证明，可类比上面的观察与思考进行（略）。 

（2）若在 CBAD, 上分别有点 E，F，且 ABEF // ，并且满足
EABFDEFC

SS 梯形梯形  。 

设 x
AE

DE
 ，则由 70 DEAE 得：

1

70
,

1

70







x

x
DE

x
AE 。 

由（1）的结论知：
1

310170






x

x
EF 。 

得方程： 310
1

310170
(

1

70

2

1
)

1

310170
170(

1

70

2

1


















x

x

xx

x

x

x
）。 

 

化简为 ,012712 2  xx 解得
3

4
,

3

4
21  xx （舍去） 

即应在 AD 上取点 E，使 30

1
3

4

70




AE （米），作 ABEF // 交 BC 于 F，则 EF 就把原直角梯形分成面积相等

的两个直角梯形。 

 

【说明】本题的思考是从简单情况获取对一般情况结论和论证方法的启发。 

由以上两例说明： 

研究“特殊”情况与“一般”情况之间的知识、方法、原理诸方面的共同之处，是解决扩充型不变性或变化规律问

题的一种有效策略。 

 

    

A B 

C D 

A 

F 

C D 

E 

B 
H 

M 
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3、由类比引出的图形的不变性或变化规律 

“类比”也是人们拓展视野、认识新事物、增长新知识的重要方法和途径，同样，它也是我们在数学中探究图形性

质“变中不变”或“变中的变化规律”的重要方法和途径。 

 

例 10   已知，⊙ 1O 与⊙ 2O 相切于点 P，它们的半径分别为 rR, 。一直线绕 P 点旋转，与⊙ 1O 、⊙ 2O 分别交于

点 BA, （点 P，B 不重合）。探索规律： 

 

 

 

 （1） （2） 

 

 

 

 

（1）如图（1），当⊙ 1O 与⊙ 2O 外切时，探究
PB

PA
与半径 rR, 之间的关系式，请证明你的结论。 

（2）如图（2），当⊙ 1O 与⊙ 2O 内切时，第（1）题探究的结论还是否成立？为什么？ 

【观察与思考】对于（1），容易想到构造以直径为斜边的直角三角形，如图（1`），则有 PAMRt ∽ PBNRt ，

可知，
r

R

PB

PA
 ， 

对于（2），类比（1）的解决方法，自然也会想到去构造相似的直角三角形，如图（2`），则两圆内切时的解决方

法也就找到了。 

 

 

 （1`） （2`） 

 

 

 

解：（1）有结论
r

R

PB

PA
 ，证明如下： 

设 1O 2O 延长后分别与⊙ 1O 、⊙ 2O 相交于点M 和点 N ，连结 BNAM , ，如图（1`）。 

PNPM , 分别为⊙ 1O 、⊙ 2O 的直径， BA  , 均为直角，又 BPNAPM  ， 

 APMRt ∽ BPNRt ,
r

R

r

R

PN

PM

PB

PA


2

2
。 

 

（2）
r

R

PB

PA
 的结论仍然成立。（理由请同学们自己说明）。 

【说明】就两圆相切来说，外切与内切是两种相对的情况，由外切情况下的某性质很自然地去联想内切情况下的相

同性质，这就是典型的“类比”，当然，类比的结果可能成立，也可能不成立，但无论成立还是不成立，都会使认

识得到拓展和深化，都是有意义的，当然，本题是两种情况 有相同的结论，即“变中的不变”，这也是知识发展

A 

B 

P 1O  2O  

A 

B 

P 
1O  2O  

A 

B 

P 1O  2O  
M N 

A 
B 

P 
1O  

2O  
M 

N 
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的一种形式。 

 

例 11   如图，在 ABC 中， ,ACAB  D 是 BC 上任意一点，过D 分别向 ACAB, 引垂线，垂足分别为 FE, ，CG

是 AB 边上高。 

（1） CGDFDE ,, 的长之间存在着怎样的等量关系？并加以证明。 

（2）若 D在底边的延长线上，（1）中的结论还成立吗？若不成立， 

又存在怎样的关系？请说明理由。 （1） 

【观察与思考】（1）是比较熟悉的问题，结论是： CGDFDE  。 

对于（2），通过画图观察，此时， CGDFDE  的结论不再成立， 

那新的结论该是怎样的呢？对比（1）的结果证明方法，也容易得到 

（2）的结果和证明方法。 

解：（1）有结论： CGDFDE  ，证明如下： 

方法一：（面积法） 

连结 AD（如图（1`），则 ACDABDABC SSS   ，即 DFACDEABCGAB 
2

1

2

1

2

1
。 

因为 ACAB  ，所以 DFDECG  。 

 

 

 

 

 

 （1``） 

 （1`） 

 

 

 

方法二，（构造全等三角形法或称“截长法”） 

作 ,// ABDM 交 CG 于点 M，如图（1``）由四边形EDMG为矩形，得 MGDE  。 

又 FCDBMDC  ，且 CD 公用。 

DFCRtRtCMD  ，得 CMDF  。 

DFEFCMMGCG  。 

 

 

（2）当点 D 在 BC 延长线上时，（1）中的结论不成立，而有 CGDFDE  。理由如下： 

 

说理一：连结 AD，如图（2`） 

 

 

 

 

 

 （2`） （2``） 

A 

B C 

F G 

D 

E 

A 

B C 

F G 

D 

E 

A 

B C 

F 
G 

D 

E 

M 

A 

G 

E 

A 

F 

G 
H 

N 
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则 ACDABCABD SSS   ，即有， DFACCGABDEAB 
2

1

2

1

2

1
 

 DFCGDEACAB   , ，即 CGDFDE  。 

当点 D 在 CB 的延长线上时，则有 CGDEDF  ，理由如下： 

作 ACBH  于点 H，则 ,CGBH  作 ACBN // ，交 DF 于点 N，如图（2``）由四边形BHFN 为矩形， 

得 BHFN  ，又 DBEABCACBDBN  ，DB 公用。 

DBERtDBNRt  ， DEDFDNDFFNBHCGDNDE  , 。 

 

【说明】Ⅰ、在本题，点 D 在直线 BC 上，可分三种情况：（1）在线段 BC 上；（2）在线段 BC 的延长线上，（3）

在线段 CB 的延长线上，由情况（1）的某种性质联想情况（2），（3）的对应性质，是典型的“类比”。本题的

类比结果是原结论不成立，但得到了对应的结论，这就是“变中的变化规律”，同样扩展了知识和认识。 

Ⅱ、本题类比得到的结论虽然不同，但证明方法具有统一性，或说运用着同样的原理和方法，这又体现着“变中的

不变”。 

 

   以上三类“不变性”或“变化规律”问题，集中体现了探究能力就是在对“变中不变”和“变中变时变为什么”

的辩析和掌握中得到提高的，希望同学们在上述解析的基础上，进一步总结，以形成自我变化的更多更有效的思考

策略。 

 

二、探究特定结论或特定条件 

很多的探究性问题是这样的：或则是对背景图形加上特殊限定，在此基础上探究有无形成特定的性质（或结论）；

或则是对背景图形希望能具备某一特殊性质（即结论），为此去探究应当附加怎样的条件。我们把前一类称作为“探

究特定结论”，后一类称为“探究特定条件”。在各地的中考试卷中，这两类题目呈增加的趋势。 

 

1、“探究特定结论”问题的思考特征 

 

   这类问题从结构来看其特征是：在背景图形上附加较多或较强的“特殊条件”，而正是这些“特殊条件”才是

“特定结论”得以出现的根据和保证。因此，总体上来说，解决这类问题的切入点正在于与“探究”方向结合的情

况下对“特殊条件”的深入研究和恰当运用（当然也要同时兼顾其他条件）。 

 

（1）从条件直接推演 

例 1   已知：如图（1）， ABC 中， ABCDABC  ,45 于点 D，BE 平分 ,ABC 且 ACBE  于 E，与

CD 相交于点 F，H 是 BC 边的中点，连结 DH 与 BE 相交于点 G。 
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（1）求证： ACBF  ； 

（2）CE 和 BF 有怎样的数量关系，写出判断并给出证明； （1） 

（3）CE 与 BG 的大小关系如何？试证明你的结论。 

 

 

【观察与思考】在三角形 ABC 中添加了诸多限制条件，从而使 ABC 和 DBC 极为特殊了，即： 

ⅰ、由 BE 平分 ,ABC 和 ACBE  ，得 ABC 为等腰三角形，顶角 ,45ABC 底角  5.67 。 

ⅱ、由 ,45ABC ABCD  ，得 DBC 为等腰三角形，而 DH 为其底边上的中线； 

ⅲ、由  5.22, DCADBFCDBD ，得 DCARtDBFRt  。 

有了这些研究，结论的探究和推证就很多容易了。 

 

简解：（1）由ⅰ、ⅱ、ⅲ、得 DCARtDBFRt  ， ACBF  。 

（2）由（1）知 ACBF  ，而由ⅰ知 CEBFCEAC 2,2   

（3）若连结 CG，由 DH 为 BC 的对称轴知 BGCG  ，而 CGERt 中，CG 为斜面边。 

BGCGCE  。 

【说明】在本题， ABC 为为顶角是 45°的等腰三角形和 DBC 为等腰直角三角形是各结论成立的决定因素，所 

 

以，由本题的原始条件 如上的ⅰ、ⅱ、ⅲ、是思考的关键步骤，是“条件研究和运用”的主要体现。 

 

例 2   如图（1），在 ABCRt 中， 32,90  ACABBAC ， D ， E 两点分别在 AB ， AC 上，

22,// CDABDE ，将 CDE 绕点 C 顺时针旋转，得到 ''ECD （如图（2），点 ',' ED 分别与 ED, 对应，

点 'E 在 AB 上， ''ED 与 AC 相交于点 M。 

（1）求 'ACE 的度数； 

（2）判断 'ABCD 是怎样的四边形，并说明理由。 

 

 

 

 （2） 

 （1） 

 

 

 

 

 

【观察与思考】结合要求的“结论”，研究本题的条件，可知： 

ⅰ、 ABC 和 DEC 进而（ CED '' ）都是等腰直角三角形，且腰长分别为 2232 和 ； 

在此基础上进一步有： 

A 

B C 

D 

E F 

H 

G 

A 

B C E 

D 

A 

B C 

'E  

'D  

M 
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ⅱ、在 ACERt ' 中， ,32,4'  ACCECE 可知  30'ACE  

ⅲ、在 CBE' 和 CAD' 中，  15'' CADCBE ，
22

32

'4

232

'





CD

CA

CE

BC
。 

即 CBE' ∽ CAD'  

对旋转后的图形（2）中出现的新图形有了如上的认识，相应的结论就容易求得和探究了。 

 

简解：（1）由以上的ⅰ、ⅱ、可得  30'ACE ； 

 

（ 2 ） 由 ⅲ 、 得 CBE' ∽ CAD' ACBCBECAD  45'' ， 可 知 BCAD //' ， 而

 60',45 BCDABC ，可知 AB与 CD' 不平行，所以 'ABCD 是梯形。 

【说明】在本题，条件的研究侧重在两点：第一，把基本背景（1）对应的情况和旋转结合起来；第二，重在围绕

要解决的问题（1）和（2）把相应的新图形（如图（2）中的 ',',' ACDBCEACE  等）。的有关数量搞清楚。 

 

例 3    我们知道：有两条边相等的三角形叫等腰三角形。类似地，我们定义：至少有一组对边相等的四边形叫做

等对边四边形。 

（1）请写出一个你学过的特殊四边形中是等对边四边形的图形的名称； 

（ 2 ）如图（ 1 ），在 ABC 中，点 D ， E 分别在 AB ， AC 上，设 CD ， BE 相交于点 O ，若

AEBCDCBA 
2

1
,60 。 

  请你写出图中一个与 A 相等的角，并猜想图中哪个四边形是等对边四边形； 

（3）在 ABC 中，如果 A 是不等于 60 的锐角，点 D，E 分别在 AB，AC 上，且 AEBCDCB 
2

1
，探

究：满足上述条件的图形中是否存在等对边四边形，并证明你的结论。 

 

【观察与思考】在全面审题的基础上很容易解决问题中的（1），而由 

AAAEBCDCBBOC  180
2

1

2

1
180180  （1） 

则在  60A 时，易知  60COEBOD ，并容易看到四边形 

 

DBCE可能是等对边四边形，因此，问题（2）获解。剩下的核心问题是（3），即如何在“ AEBCDCB 
2

1
”

这个条件下，去推得“ CEBD  。” 

 

 

ⅰ、观察原图形，容易由“ EBCDCB  ”这个条件结合 BC 公用，想到去作辅助线：“ CDBF  ，交 CD

延长线于 F，作 BECG  于 G。”以构造出 BCGRtCBFRt  ，得到 CGBF  。 

ⅱ、在ⅰ和基础上，进一步想到应由“ AEBCDCB 
2

1
”，去导出 CEBBDF  ，也即导出

 180CEBCDB ，事实上， )
2

1
(),

2

1
( ABACEBACACDB   ， 当 然 有

A 

B C 

E 
D 

O  
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 180CBACEBCDB ，由此可推得 CEGRtBDFRt  ，得到 CEBD  。 

 

解：（1）等腰梯形，矩形等； 

（2） AEOC  ，四边形DBCE 是等对边四边形； 

 

（3）四边形DBCE 是等对边四边形，证明已在“观察与思考”中。 （1`） 

 

 

 

 

【说明】我们看，本题的（3）关键步骤是通过作 CDBF  ， BECG  构造全等三角形，但这种作法的诱发，却

是条件“ EBCDCB  ”。的提示和引导。 

 

   结合背景和探究结论的基本方向研究条件，充分发挥特殊条件的特殊作用，是获得特定结论和给出特定结论证

明的基础及保证。 

 

 

 

 

（2）更灵活的利用条件 

例 4     我们给出如下定义：若一个四边形的两条对角线相等，则称这个四边形为等对对角线四边形。请解答下

列问题： 

（1）写出你所学过的特殊四边形中是等对角线四边形的两种图形的名称； 

（2）探究：当等对角线四边形中两条对角线所夹锐角为 60°时，这对 60°角所对的两边之和其中一条对角线的大

小关系，并证明你的结论。 

 

 

 

 

 

 

 （1`） 

 （1） 

 

 

 

 

【观察与思考】问题（1）很多容易，而问题（2）的探究，就要从条件“两条对角线相等，且所夹的锐角为 60°”

出发，进行研究，通过画图，可以知道，符合这个条件的四边形应有两类，如图（1）和（2）分别有 ODOA 和

ODOA 。 

而为了探究 ADBC  和 AC 的关系，在图（1）这种特殊情况可如图（1`）那样平移 AC 到 DE ，此时 DBE 为

等边三角形，可推得 ACDEBEBCAD  ；这又促使我们想到：在图（2）这样的情况，仍将 AC 平移至DE ，

如 图 （ 2` ） ， 连 结 CEBE, 。 据 D B E 为 等 边 三 角 形 和 BCE 的 三 边 关 系 ， 有

ACDEBEBCCEBCAD  。 

A 

B C 

E D 

O  

F 

G 

A 

B C 

D 

O  

60  
A 

B C 

D 

O  

60  

E 
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如此一来，结论为 ACBCAD  连同证明方法都被我们探究了出来。 

 

 

 

 

 

 （2`） 

 （2） 

 

 

 

 

解：（略） 

 

【说明】在本题，全面认识与分析条件下图形的类型，并以“特殊”情况的研究为先导，顺利地将问题解决。 

 

 

 

   以上两例提示我们：条件的研究和运用仍有原则与策略，那就是：一要全面考虑它所涵盖的各种情景；二要善

于发挥“特殊”情况的指引和铺垫作用。 

 

 

2、“探究特定条件”问题的思考特征 

 

探究特定条件常用的思考策略是： 

Ⅰ、借助分析法找结论成立的充分条件； 

Ⅱ、借助逆向思考的方法由结论倒推条件 

 

（1）借助“分析法”寻找结论成立的充分条件 

大家对“分析法”应较为熟悉，现公举一例说明。 

 

例 5   如图（1），半圆O为 ABC 的外接半圆，AC 为直径，D 为弧 BC 上的一动点。 

（1）问添加一个什么条件后，能使得
BD

BE

BC

BD
 ？请说明理由。 

 

（2）若要有 ,// ODAB 点 D 所在的位置应满足什么条件？ 

（3）如图（1`），在（1）和（2）的条件下，四边形 AODB是什么 （1） 

特殊四边形？证明你的结论。 

 

【观察与思考】（1）和（2）是探究特定条件，而（3）是探究特定结论。 

 

对于问题（1），要使
BD

BE

BC

BD
 成立，只需有 BDE ∽ BCD ， （1`） 

A 

B C 

D 

O  

60  

A 

B C 

D 

O  

 

E 

O  
C A 

D 

B 

E 

O  
C A 

D B 

E 
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而在 BDE 和 BCD 中， DBE 即 CBD ，故只需 DCBADB  ，  

 

因此，添加的条件可以是 B 为弧 AD 的中点。或 BDAB  ； 

 

对于问题（2），要使 ,// ODAB 只需 DOCBAC  ，而这又只 

需 D 为弧 BC 的中点。 

对于问题（3），满足（1）和（2）的条件，即弧 AB 弧BD 弧 DC ，对应的图形如图（1`），由 DACBDA  ，

得 OABD // ，又已有 DOAB // ，且 ODOA ，所以四边形 AODB菱形。 

 

解：（略） 

【说明】在较简单的情况下，如本题，用“分析的方法”是探究特定条件最常用与最有效的方法。 

 

（2）借助逆向思考由结论倒推条件 

  即将结论加入已有的条件之中，然后推演，由此得出某一结果，再检验它是否正好为要求的条件。 

 

例 6   如图（1），在四边形 ABCD 中，已知 ,CDBCAB  BAD 和 CDA 均为锐角，点 P 是对角线 BD 上

的一点， ,// BAPQ 交 AD 于点 Q， BCPS // ，交 DC 于点 S，四边形PQRS 是平行四边形。 

（1）当点 P 与点 B 重合时，图（1）变为图（2），若  90ABD ，求证： CRDABR  ； 

 

（2）对于图（1），若四边形PRDS 也是平行四边形，此时，你能推出四边形 ABCD 还应满足什么条件？ 

 

 

 

 

 （1） （2） 

 

 

 

 

【观察与思考】问题（1）是一道寻常的证明题，容易解决。 

问题（2）就属于一个“探究特定条件”的问题了，用逆向思考的方法，构造一个新命题：条件是：本题的原有条

件，再加上“四边形PRDS 是平行四边形”，探究结论：四边形 ABCD 还具有怎样的性质？该命题相应的图形应

是图（3），解决这个命题可获（2）的答案。 

解：（1）在图（2）中， BDCRCRABABD  ,//,90 。 

DCRBCRCDBC  , 。 

 ABCR 是平行四边形， DCRBARBARBCR  , ， 

又 CDBCARCRAB  , ，  

CRDABR  ， 

A 

B 

D 

C 

P 

Q 

S 

R 

A 

B 

D 

C 

 

 

 

R 
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（2）这时如图（3），由 RDPSQRPS //,// 知，点 R 在 QD 上，故 ADBC // 。 

又由 ,CDAB  知 CDAA  。 

BAPQSR //// ， 

SDSRCDAASRD  , 。 （3） 

BCPS // 及 SDSPCDBC  , 。 

 60., CDARDSDSRDRSP 。 

所以，要使四边形 PRDS 也是平行四边形，四边形 ABCD 还应满足 ,// ADBC  60CDA 。 

【需要特别说明的是】像本例用“逆向思考”的方法探究条件，应当再回来验证原题加上该条件后，确能保证欲有

结论的成立，只是我们这里的推演过程的确是可逆的，因此没有强调这一点，但在其他情况的使用中，应注意“验

证”这一步骤。 

 

练习题 

1、如图（1），两个不全等的等腰直角三角形OAB和OCD叠放在一起，并且有公共的直角顶点O。  

 

 （2） 

 （1） 

 （3） 

 

 

 

（1）将图（1）中的 OAB绕点O顺时针旋转 90°，在图（2）中作出旋转后的 OAB（保留作图痕迹，不写作

法，不证明）。 

（2）在图（1）中，你发现线段 AC，BD 的数量关系是                ，直线 AC，BD 相交成     度角。 

 

（3）将图（1）中的 OAB绕点O顺时针旋转一个锐角，得到图（3），这时（2）中的两个结论还成立吗？作出

判断并说明理由。若 OAB绕点O继续旋转更大的角时，结论仍然成立吗？作出判断，不必说明理由。 

 

 

 

 

2、如图（1），在直角梯形 ABCD 中， ,// BCAD 顶点 D，C 分别在 AM，BN 上运动，（点 D 不与 A 重合，点 C

不与 B 重合）。E 是 AB 上的动点（点 E 不与 A，B 重合）在运动过程中始终保持 ECDE  且 aABDEAD  。 

（1）证明： ADE ∽ BEC  

（2）当点 E 为 AB 边的中点时（如图（2），求证：① CDBCAD  ；②  DE，CE 分别平分 BCDADC  , ； 
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A 
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C O  
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- 20 - 

（3）设 mAE  ，请探究： BEC 的周长是否与m 的值有关，若有关，请用含有m 的代数式表示 BEC 的周长，

若无关，请说明理由。 

 

 

 

 

 （1） （2） 

 

 

 

 

 

 

3、在 ABC 中，  90C ， BCAC  。 

（1）将一块等腰直角三角形的直角顶点放在斜边 AB 的中点 P 处，将三角板绕点 P 旋转，如图（1）和图（2），

判断线段 PD 和 PE 之间有什么数量关系？并就图形（1）给出证明； 

 

（2）若将三角板的直角顶点放在斜边 AB 上的 M 处，且 nmBMAM ::  ，和前面一样操作，试问线段 MD 和

ME 之间有什么数量关系？并结合图（3）加以证明。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 （1） 

 （2） （3） 

 

4、如图（1），（2），（3）中，点 E，D 分别是正三角形 ABC ，正四边形 ABCM ，正五边形 ABCMN 中以点

C 为顶点，一边延长线和另一边反向延线上的点，且 ,CDBE  DB 延长线交 AE 于 F。S 

 

 

 

 

 

 

 

 （1） （2） 

 （3） （4） 

（1）求图（1）中， AFB 的度数； 

（2）图（2）中， AFB 的度数为         ；图（3）中 AFB 的度数为            。 
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（3）根据前面探索，请你将本题推广到一般的正n 边形情况。 

 

5、（1）在平行四边形 ABCD 中，E，F 为对角线 DB 的两个等分点，连结 AE 延长交 CD 于 P，连结 PF 延长产

AB 于 Q，如图，探究：AQ 和 BQ 之间的数量关系，并给出证明。 

 

（2）若将平行四边形 ABCD 改为梯形， CDAB //( ），其他条件不变， 

此时（1）中的结论还成立吗？（不必说明理由）。 

 

 

 

6、已知，  90MON ，四边形 AOBC 是正方形，其中点 A，B 分别在射线 OM，ON 上。 

（1）如图，设 D 为 OB 的中点，以 AD 为边在 MON 内作正方形 21DADD ； 

①求 1NBD 的度数； 

②求证：点 2D 在直线 BC 上。 

（2）设 P 为射线 ON 上任意一点， 以 AP 为边在 MON 内作正方形 21PAPP 。请画图，写出与（1）中问题对应

的两个问题，作出判断并说明理由。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7、如图（1），已知四边形 ABCD 是菱形，G 是线段 CD 上任意一点时，连结 BG 交 AC 于 F。过 F 作 CDFH // 交

BC 于 H，可以证明结论
BG

FG

AB

FH
 成立。 

 

 

 

 

 （1） （2） 

 

 

 

（1）探究：如图（2），上述条件中，若 G 在 CD 的延长线上，其它条件不变时，其结论是否成立？若成立，请给

出证明；若不成立，请说明理由。 
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（2）计算：若菱形 ABCD 中，  60,6 ADCAB ，G 在直线 CD 上，且 16CG ，连结 BG 交 AC 所在的

直线于 F，过 F 作 CDFH // 交 BC 所在的直线于 H，求 BG 与 FG 的长。 

 

（3）发现：通过上述过程，你发现 G 在直线 CD 上时，结论
BG

FG

AB

FH
 还成立吗？ 

 

 

8、已知：等腰直角三角形 ABC 中，  90A ，如图（1）E 为 AB 上任意一点，以 CE 为斜面边作等腰直角三角

形CDE，连结 AD，则有 BCAD // 。 

 

 

 

 

  

 

 

 

 （1） （2） （3） 

 

（1）若将等腰直角三角形 ABC 改为正三角形 ABC ，如图（2），E 为 AB 边上任意一点， CDE 为正三角形，

连结 AD，上述结论还成立吗？答：                    。 

 

（2）若 ABC 为任意等腰三角形， ACAB  ，如图（3），E 为 AB 边上任意一点， DEC ∽ ABC ，连结

AD，请问 AD 与 BC 的位置关系怎样？答：                    。 

 

（3）请你在上述 3 个结论中，任选一个结论进行证明。 

 

 

9、如图，⊙O的直径 ,6cmAB  P 是 AB 延长线上的一点，过 P 点作⊙O的切线，切点为 C，连结 AC。 

（1）若  30CPA ，求 PC 的长。 

（2）若点 P 在 AB 的延长线上运动， CPA 的平分线交 AC 于点 M，你认为 CMP 的大小是否发生变化？若变

化，请说明理由，若不变，求出 CMP 的值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10、如图（1），OP是 MON 的平分线，请你利用该图形画一对以OP所在直线为对称轴的全等三角形。 
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 （1） （2） （3） 

 

请你参考这个作全等三角形的方法，解答下列问题。 

（1）如图（2），在 ABC 中， ACB 是直角，  60B ，AD，CE 分别是 BCABAC  , 的平分线，AD，CE

相交于点 F，请你判断并写出 FE 与 FD 之间的数量关系。 

（2）如图（3），在 ABC 中，如果 ACB 不是直角，而（1）中的其他条件不变。 

 

请问，你在（1）中所得结论是否仍然成立？请证明；若不成立，请说明理由。 

 

 

 

 

 

 

11、如图，在 ABCRt 中，  90C ，M 是 AB 的中点， ACMNANAM //, 。 

（1）求证： ACMN  ； 

（2）如果把条件“ ANAM  ”改为“ ANAM  ”，其它条件不变，那么 ACMN  不一定成立，如果再改变

一个条件，就能使 ACMN  成立，请你写出改变的条件并说明理由。 
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