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关节十五 

由函数图象衍生出的问题 

图象本是函数关系的一种表达方式，现以它为主背景，可以衍生出如下的两类问题： 

 Ⅰ、由图象反过来研究对应的实际问题，这类问题解决的基本过程是：“图象→对应的函数关系→实际问题”； 

 Ⅱ、图象和坐标系里的几何图形相结合，这类问题解决的基本方向是：将图象上点的特征和几何图形的相关计

算恰当地结合起来。 

 

一、由图象研究对应的实际问题 

 

例 1  如图（1），三孔桥横截面的三个孔都呈抛物线形，两小孔形状、大小都相同。正常水位时，大孔水面宽度

20AB 米，顶点 M 距水面 6 米（即 6MO 米），小孔顶点 N 距水面 5.4 米（即 5.4NC 米）。当水位上涨

刚好淹没小孔时，借助图中的直角坐标系，求此时大孔的水面宽度 EF 。 

 

【观察与思考】读图，并和实际背景对照，可知： 

①应先求出大孔对应的抛物线的解析式； 

②求出 F 点的横坐标； 

   

解：设大孔对应的抛物线解析式为 haxy  2
， 

因为点 )6,0(),0,10( MB 在该抛物线上，即 

 

 

 

 解得 

 

 

6
50

3 2  xy  

令 5.46
50

3 2  x ，解得 51 x ， .52 x 10EF 米。 

答；当水位不涨刚好淹没小孔时，大孔的水面宽为 10 米。 

例 2   某企业有甲、乙两个长方体形的蓄水池，将甲池中的水以每小时 6 立方米的速度注入乙水池，甲，乙两个

蓄水池中的水的深度 y （米）与注水时间 x（小时）之间的函数图象如图（2）的所示，结合图象回答下列问题： 

（1）求注水多长时间甲，乙两个蓄水池水深度相同； 

（2）求注水多长时间甲，乙两个蓄水量相同； 

 

【观察与思考】由两段图象可求出对应的两函数关系式， 

再借两函数关系式去解决（1），（2）两个问题。 

 

解：设 11 bxky 甲 。把（0，2）和（3，0）代入，解得 
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2,
3

2
11  bk 2

3

2
 xy甲 。 

设 22 bxky 乙 。把（0，1）和（3，4）代入， 

 

 

解得 1,1 22  bk ， 1 xy乙 (1)根据题意，解得
5

3
x 。 

所以注水
5

3
小时，甲，乙两蓄水池中水的深度相同。 

（2）设甲蓄水池的底面积为 1S ，乙蓄水池的底面积为 2S ，注水 t 小时甲，乙两个蓄水池的蓄水量相同。 

先由两池水量的变化情况求出两池的底面积； 

632 1 S ，即 91 S 。 63)14( 2  S ，即 62 S 。 

再根据题意，得 

)1()2
3

2
( 21  tStS ，即 )1(6)2

3

2
(9  tt 。 

解得 1t 。注水 1 小时甲，乙两个蓄水池的蓄水量相同。 

 

例 3   某工厂用一种自动控制加工机制作一批工件，该机器运行过程分为加油过程和加工过程：加工过程中，当

油箱中油量为 10 升时，机器自动停止加工进入加油过程，将油箱加满后继续加工，如此往复，已知机器需运行

185 分钟才能将这批工件加工完。图（1） 是油箱中油量 y （升）与机器运行时间 x （分）之间的函数图象，根

据图象回答下列问题： 

（1）求在第一加工过程中，油箱中油量 y（升）与机器运行时间 x（分）之间的函数关系式（不必写出自变量 x

的取值范围）； 

（2）机器运行多少分钟时，第一个加工过程停止？ 

（3）加工完这批工件，机器油耗多少升？ 

 

【观察与思考】先读图象：①折线第一段表示：前 10 分钟为加油过程， 

匀速地由 10 升加到 100 升，②折线第二段表示加工过程，其间油量 

匀速减少，加工 20 分钟油量由 100 升减小到 80 升。 

 

问题（1）是求折线第二段对应的函数解析式，可用待定系数法。 

问题（2）相当于求（1）中的函数在函数值等于 10 时对应的 x 的值； 

问题（3）由题意和（2）知，机器运行 100 分钟后油箱中的油量为 10 升，应再用 9 分钟将油加满，然后再运行

76)9100(185  （分钟），这批工件加完毕，即 185 分钟之内，有 19 分钟是加油过程，有 16619185  分

钟是加工过程，而加工过程每分钟耗油 1 升。 

解：（1）设图象第二段对应的函数关系式为 bkxy  ，由 

 

 

 解得  
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即 110 xy ， 

（2）令 10110  x ，解得 100x 。 

即机器运行 100 分钟后，第一个加工过程停止。 

（3）第一个加工过程停止后，由图象的折线第一段知每分钟加油 10 升，加到到 100 升需 9 分钟，机器运行 185

分钟内有 19 分钟加油，有 16619185  分钟是加工过程，而加工每 1 分钟耗油 1 升，可知，加工完毕这批零件，

耗油 166 升。 

 

由以上几例可以看出，解这类图象和实际背景相结合的题目思考要点有三： 

第一，图象和实际背景意义的结合与统一； 

第二，图象和对应的解析式的结合与统一； 

第三，要解决的实际问题是如何反映在图象和解析式上的。 

 

 

二、函数图象和几何图形相结合的问题 

 

例 1  如图所示，直线 82  xy 与坐标轴分别交于点 P 和点 Q，在直线 PQ 上有一个点 A（不与 P，Q 重合）。

过点 A 作 xAB  轴于点 B，作 yAC  轴于点 C。设点 A 的横坐标为 t ，矩形 ABOC 的面积为 S 。 

（1）求 S 关于 t 的函数关系式； 

（2）点 A 在线段 PQ 的什么位置时，矩形 ABOC 的面积有最大值？并求出最大值。 

 

【观察与思考】把“点 A 在线段 PQ 上”，用代数方法（即数量关系） 

表示出来，进而建立 S 关于 t 的函数关系式。 

 

解：（1）P，Q 分别为直线 82  xy 与 x 轴、 y 轴的交点。 

点 P 的坐标为（4，0），点 Q 的坐标为（0，8）， 

点 A 的坐标为 82,(  tt ），且 40  t ， 

（注：“这是点 A 在线段 PQ 上，且不与 P，Q 重合”的代数方法 

的表示） 

)82(  ttABOBS ， 

      ttS 82 2  ， 40  t 。 

（2） 8)2(2 2  tS ， 

2t 时，S 有最大值 8。 2t 时，点 A 的坐标为（2，4），恰为 PQ 的中点。 

 

当点 A 为线段 PQ 的中点时，矩形 ABOC 的面积最大，最大值为 8。 

 

【说明】在解答本题的过程中，相关结论的“代数表示法”和“几何表示法”的相互转换，起着极为重要的作用。 
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例 2   如图，直线 1
2

1
 xy 与 y 轴的交于点 1A ，以 1A 为边向右作正方形 111 CBOA ，延长 11BC 交直线于点 2A ，

以 21 AC 为边继续作正方形 2221 CBAC ，…重复以上过程，得到点列 1A ， 2A ， 3A ， ... nA ... 

（1）求出点 2A ， 3A 的坐标； 

（2）写出 nA 的坐标。 

【观察与思考】关键是找到 2A 的坐标和 1A 坐标的关系， 

3A 的坐标与 2A 坐标的关系……从中获得规律，而这就要充分 

利用 1A ， 2A ， 3A 在直线 1
2

1
 xy 上和正方形四边相等这些条件。 

 

 

解：（1） 1A 坐标为（0，1），而 111 OAOC ， 211121 ABBCAC  ， 

121 BAARt ∽ OMARt 1 ，
2

11
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12 
MO
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BA

BA
， 11111

2

3

2

1
OABABC  。 

 2A 的坐标为
2

3
,1( ）。 

从上可知： ,
2

3

1

22 
OA

CA
类似地有：

2

3

12

23 
CA

CA
，即

2

1223 )
2

3
(

2

3
 CACA ， 

在 23CMARt 中，
2

232 )
2

3
(22  CAMC ， 

.2)
2

3
(2 2

22  MOMCOC  3A 的坐标为 







 22 )

2

3
(,2)

2

3
(2 。 

（2）归纳可知： nA 的坐标为 







  11 )

2

3
(,2)

2

3
(2 nn

。 

 

例 3   如图，抛物线 1
4

1 2  xy 与 y 轴交于点 A， y 轴上的点 B 的坐标为（0，2）。过点 B 的一条直线与抛

物线交于点 P 和点 Q，过 P 和 Q 分别作 x 轴的垂线，垂足为 RS, 。 

（1）求证： PSPB  ， QRQB  ； 

（2）判断 SBR 的形状。 

 

【观察与思考】对于（1），应特别注意点 P，Q 在抛物线上的表示 

方法，并用恰当的方法求出 PB，PS 的长。 
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对于（2），应借助（1）的结果和图形的特殊。 

 

解：（1）设点 P 的坐标为 )1
4

1
,( 2 mm ，则 1

4

1 2  mPS 。 

作 PSBH  于点 H，则 

1
4

1
2)1

4

1
(, 22  mmBOPSHSPSPHmOSBH 。 

22224222222 )1
4

1
(1

2

1

16

1
)1

4

1
( PSmmmmmBHPHPB   

PSPB  。同理可得 QRQB  。 

（2） QRQBPSPB  , ， )180(
2

1
PPBS  ， QQBR  180

2

1
。 

)(
2

1
180 QPQBRPBS  。 

 90,90,180 SBRQBRPBSQP ， 

SBR 是直角三角形。 

 

例 4    如图，在直角坐标平面内，函数 mx
x

m
y ,0(  是常数）的图象经过 baBA ,(),4,1( ），其中 1a 。过

点 A 作 x 轴垂线，垂足为 C，过点 B 作 y 轴垂线，垂足为 D，连结 CBDCAD ,, 。 

（1）若 ABD 的面积为 4，求出点 B 的坐标； 

（2）求证： ABDC // ； 

（3）当 BCAD  时，求直线 AB 的函数解析式。 

 

 

【观察与思考】由点 )4,1(A 在双曲线上，故可求得双曲线的解析式。 

对于（1），B 点的坐标为 ),(
a

m
a ，用 ABD 的面积去构造关于a  

的方程求解。 

对于（2），设 BDAC, 相交于点 E，可通过去证
CE

AE

DE

BE
 来推得 ABDC // ； 

对于（3），实际上由 BCAD  去构造关于 B 点坐标的方程，求得了 B 点的坐标。AB 的解析式就易得。 

 

解：（1）函数 mx
x

m
y ,0(  是常数），图象经过 )4,1(A ， 4m 。据题意，可得 B 点的坐标为 )

4
,(
a

a ， 

D 点的坐标为 )
4

,0(
a

，设 ACBD, 交于点 E，E 点的坐标为 )
4

,1(
a

， 

 1a ， 
a

AEaDB
4

4,  。 

ABD 的面积为 4，即 4)
4

4(
2

1


a
a ，解得 3a ，点 B 的坐标为 )

3

4
,3( 。 
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（2）证明：据题意，点 C 的坐标为（1，0）， 1DE ， 

 1a ，易得 1
4

4
4

,1
1

1
,1,

4







 a

a

a

CE

AE
a

a

DE

BE
aBE

a
EC 。 

AEB
CE

AE

DE

BE
 , ∽ ,CED DCEBAE  ， ABDC // 。 

 

（3）解： ABDC // ，当 BCAD  时，有两种情况： 

 

①当 BCAD // 时，四边形 ADCB是平行四边形。 

 

由（2）得， 1 a
CE

AE

DE

BE
， 11a ，得 2a 。点 B 的坐标为（2，2）。 

设直线 AB 的函数解析式为 bkxy  ，把点 A，B 的坐标代入，得 

 

 

 解得                         直线 AB 的函数解析式是 62  xy 。 

 

②当 AD 与 BC 所在直线不平行时，四边形 ADCB是等腰梯形， 

则 ,4,  aACBD 点 B 的坐标为（4，1）。 

设直线 AB 的函数解析式为 bkxy  ，把点 A，B 的坐标代入，得 

 

 

 

     解得  

 

 

直线 AB 的函数解析式是 5 xy 。 

综上所述，所求直线 AB 的函数解析式是 62  xy 或 5 xy 。 

【说明】在本题的解法中，充分体现了恰当运用双曲线的性质，点 B 在该双曲线上的表示方法，以及相关几何图

形的性质和有关数量。 

 

例 5 如图（1），已知平面直角坐标系 xOy 中，点 6,(mA ）， 1,(nB ）为两动点，其中 30  m ，连结 OBOA, ，

OBOA 。 

 

（1）求证： 6mn ； 

bk 4  

bk  22  
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（2）当 10AOBS 时，抛物线经过 A，B 两点且以 y 轴为对称轴，求抛物线对应的二次函数的关系式； 

（3）在（2）的条件下，设直线 AB 交 y 轴于点 F，过点 F 作直线 l 交抛物线于 P，Q 两点，问是否存在直线 l ，

使 3:1:  QOFPOF SS ？若存在，求出直线 l 对应的函数关系式；若不存在，请说明理由。 

 

【观察与思考】对于（1），应从 OBOA 出发，去构造分别以 OBOA,  

为边的相似三角形； （1） 

对于（2），由 10AOBS 这一附加条件求出 nm, 的值，易得所求 

抛物线的解析式； 

对于（3），由 3:1:  QOFPOF SS 去构造 P 点坐标的方程。 

解：（1）作 xBC  轴于 C 点， xAD  于 D 点，如图（1`） 

BA, 点坐标分别为 )1,(),6,( nm ， 

6,,1  ADnOCBC ， 

又 OBOA ， CBO ∽ DOA ， 

 （1`） 

OA

BO

DA

CO

DO

CB
 ， 6,

6

1



 mn

n

m
 

 

（2）由（1）得， mBOOA ，又 10AOBS ， 

10
2

1
 OAOB 。 

即 20,20 2  mBOOAOB ， 

又 20)1(,1 22222  nmmOCBCOB ， 

3,2,6  nmmn ， 

A 点坐标为（2，6），B 点的坐标为 )1,3( ，易得抛物线解析式为 102  xy 。 

（3）直线 AB 为 4 xy ，且与 y 轴交于 F（0，4）点， 

4OF 。 

假设存在直线 l 交抛物线于 P，Q 两点，且使 3:1:  QOFPOF SS ，如图（1`）的所示， 

则有 3:1: FQPF ，作 yPM  轴于点 M， yQN  轴于点 N， 
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P 在抛物线 102  xy 上，设 P 坐标为 )10,( 2 tt ， 

则 6410 22  xxFM ， 

PMF ∽ QNF ，
3

1


QF

PF

FN

MF

QN

PM
， 

,33 tPMQN  1833 2  tMFNF ， 143 2  tON ， 

Q 点坐标为 )143,3( 2  tt ， 

Q 点在抛物线 102  xy 上， 109143 22  tt ，解得 2t ， 

P 坐标为 )8,2( ，Q 坐标为 )8,23( ， 

易得直线 PQ为 422  xy 。 

根据抛物线的对称性可得 PQ另解为 422  xy 。 

 

【说明】Ⅰ、在本题（3）中，用 )10,( 2 tt 表示 P 点在抛物线 102  xy 上，而当推得 Q 点的坐标为

)143,3( 2  tt ， 则由 Q 点在该抛物线上，得 10)3(143 22  tt ，就体现着函数图象“形数结合”的本质

含义，准确地运用这一点，是这类题目获解的关键。 

Ⅱ、由本题的解可以看出，方程的作用何其大、何其广。问题（1）（2），（3）的解，不都是借助于方程吗？ 

 

Ⅲ、在本题中，特别是（1）和（3），方程的构造都是通过直角三角形和三角形的相似，因此，这两项几何计算

的法宝堪称几何向代数转化的中介与桥梁。 

 

 

 

                                        

 


