
 

关节十八 

研究性问题的思考要点 

 

     研究性问题最根本的特点在于它具有“获取新知识”的意义或意味，也即它不单纯是已学的课本知识的应

用，而是包含有理解和掌握一个“新概念”或“新规定”、发现和总结一个“新规律”或“新结论”的成份及过

程，它可以突出地考查我们的“学习能力”和“发现与创新”能力。 

 

从所依循的思考方向和思维方法来看，研究性问题可大体分为三类： 

Ⅰ、通过引入的“新概念”或“新规定”及其应用，重在体现和考查“抽象概括”的能力”； 

Ⅱ、通过设置由“特殊到一般”或“由一般到另一特殊”的活动情意，并从中归纳或类比总结出“新规律”，重

在体现和考查“合情推理”的能力。 

Ⅲ、通过对已知的普遍认识的基础上添加特殊条件或限制，以获得更特殊更深入的新认识，重在体现和考查由

特殊化使认识走向更深入。 

 

一、设置“新概念”或“新规定”情景的研究性问题 

 

这类问题的思考要点在于把握准“新概念”和“新规定”的实质，或说根本特征，从而将其应用在所属的

具体情景之中。 

 

例 1   如图（1），菱形、矩形与正方形的形状有差异，我们将菱形、矩形与正方形的接近程度称为“接近度”。

在研究“接近度”时，应保证相似图形的“接近度”相等。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（1）设菱形相邻两个内角的度数分别为 m 和 n ，将菱形的“接近度”定义为 nm  ，于是 nm  越小，菱

形越接近于正方形。 

①若菱形的一个内角为 70°，则该菱形的“接近度”等于              ； 

 ②当菱形的“接近度”等于            时，菱形是正方形。 

（2）设矩形相邻两条边长分别是a 和b（ ba  ），将矩形的“接近度”定义为 ba  ，于是 ba  越小，矩形

越接近于正方形。 

你认为这种说法是否合理？若不合理，给出矩形的“接近度”一个合理定义。 

 

【观察与思考】对于（1），关键是准确地把握：菱形的“接近度”为 nm  ，其中m 和 n 是该菱形“相邻两内

m  

n  

a  

b  



 

角的度数”。 

 

对于（2），首先要弄清：应保证相似图形的“接近度”相等，此乃是“接近度”的本质特征，接下来的问题就

好解决了。 

 

解：（1）①   40。   ②  0 。 

（2）不合理，例如，对两个相似而不全等的矩形来说，它们接近正方形的程度是相同的，但 ba  却不相等，

合理定义方法不唯一，如定义为
a

b
。

a

b
越小，矩形越接近于正方形；

a

b
越大，矩形与正方形的形状差异越大；

当
a

b
1 时，矩形就变成了正方形。 

 

【说明】在本题，关键是要能把握“接近度”这一个新概念的本质特征。 

 

例 2   在平面内，先将一个多边形以点O为位似中心放大或缩小，使所得多边形与原多边形对应线段的比为 k ，

并且原多边形上的任一点 P ，它的对应点 'P 在线段O P 或其延长线上；接着将所得多边形式以点O 为旋转中

心，逆时针旋转一个角度过 ，这种经过位似和旋转的图形变换叫做旋转相似变换，记为O（ k ， ），其中点

O叫做旋转相似中心， k 叫做相似比， 叫做旋转角。 

 

（1）填空： 

① 如图（1），将 ABC 以点 A 为旋转相似中心，放大为原来的 2 倍，再逆时针旋转 60°，得到 ADE ， 这

个旋转相似变换记为 A（                   ，                        ）； 

②如图（2）， ABC 是边长为 1 cm 的等边三角形，将它作旋转相似变换 A（ 90,3 ），得到 ADE ，则线段

BD长为           cm ； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 （1） （2） （3） 

 

（2）如图（3），分别以锐角三角形 ABC 的三边 AB，BC，CA 为边向外作正方形 CHIABFGCADEB ,, ，点

321 ,, OOO 分别是这三个正方形的对角线交点，试分别利用 ABIOAO  与31 ， 2CAOCIB  与 之间的关系，

运用旋转相似变换的知识说明线段 231, OOO 与 之间的关系。 

【观察与思考】关键就是要把O（ k ， ）的特征——即位似与旋转的规定——搞清搞准。以下问题都是这些

特征的具体化和运用。 

解：（1）①  2，60°；②   2； 
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（2） 31OAO 经过旋转相似变换 45,2(A ），得到 ABI ，此时，线段 31,OO 变为线段BI 。 

CIB 经过旋转相似变换 45,
2

2
(C ），得到 2CAO ，此时，线段 BI 变为线段 2AO 。 

 904545,1
2

2
2 ， 

221221 , AOOOAOOO  。 

【说明】从本题可以看出，所谓掌握一个“新概念”或“新规定”，是指能将它应用在具体的问题中和复合的

问题中，这也正是抽象概括能力的基本表现形式。 

 

二、设置“发现新规律”的研究性问题 

 

这类问题的思考要点在于把握准“由特殊到一般”或“由特殊到特殊”的共同点或共同属性，借归纳或类

比概括出带有一定“普遍性”的规律。 

 

例 1   提出问题：如图（1），在四边形 ABCD 中，P 是 AD 边上任意一点， PBC 与 ABC 和 DBC 的面积

之间有什么关系？ 

 

探究发现：为了解决这个问题，我们可以先从一些简单的、特殊的情形入手。 

 

（1）当 ADAP
2

1
 时（如图（2） 

ABDABPADAP  和,
2

1
 的高相等。 （1） 

ABDABP SS  
2

1
。 

CDACDPAD，APADPD  和
2

1
的高相等。 

CDACDP SS  
2

1
。 

CDAABDABCDCDPABPABCDPBC SSSSSSS  
2

1

2

1
四边形四边形 。 （2） 
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1
ABCABCDDBCABCDABCD

SSSSS   四边形四边形四边形  

         ABCDBC SS  
2

1

2

1
。 

（2）当 ADAP
3

1
 时，探求 PBCS 与 ABCS 和 DBCS 之间的关系，写出求解过程； 

（3）当 ADAP
6

1
 时，探求 PBCS 与 ABCS 和 DBCS 之间的关系为：                       ； 
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（4）一般地，当 AD
n

AP
1

 （ n 表示正整数）时，探求 PBCS 与 ABCS 和 DBCS 之间的关系，写出求解过程； 

问题解决：当 )10( 
n

m
AD

n

m
AP 时， PBCS 与 ABCS 和 DBCS 之间的关系式为：                   。 

 

【观察与思考】对于（2），关键是将（1）的推理过程类比到 ADAP
3

1
 时的情景，看其是否成立；对于（3）

是将（1）、（2）的结论再类比到 ADAP
6

1
 ；对于（4）则是将推理过程和结论进行更为一般化的推广和归纳。 

 

 

解：（2） ADAP
3

1
 ， ABDABP  和 的高相等， ABDABP SS  

3

1
。 

又 CDACDPAD，APADPD  和
3

2
的高相等， CDACDP SS  

3

2
。 

 

CDAADBABCDCDPABPABCDPBC SSSSSSS  
3

2
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1
四边形四边形  
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SSSSS   四边形四边形四边形 ABCDBC SS  
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1
。 

 

ABCDBCPBC SSS  
3

2

3

1
。 

 

（3） ABCDBCPBC SSS  
6

5

6

1
。 

 

（4） ABCDBCPBC S
n

n
S

n
S 




11
。 

 AD
n

AP
1

 ， ABDABP  和 的高相等。 

ABDABP S
n

S  
1

。 

又 CDACDPAD，
n

n
APADPD 


 和

1
的高相等。 
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n

n
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1
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ABCDBCPBC S
n

n
S

n
S 




11
。 

 

问题解决： ABCDBCPBC S
n

mn
S

n

m
S 


 。 

 

 

【说明】在本题，准确地使用“类比”和“归纳”是各小问题获解的关键。 

 

 

例 2   实验与探究：（1）在图（1），（2），（3）中，给出平行四边形 ABCD 的顶点 DBA ,, 的坐标（如图所示）， 

 

写出图（1），（2），（3）中的顶点C 的坐标，它们分别是（5，2），           ，              ； 

 

 

 

 

 

 

 

 （1） （2） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 （4） 

 （3） 

 

 

 

（2）在图（4）中，给出平行四边形 ABCD 的顶点 DBA ,, 的坐标（如图所示），求出顶点 C 的坐标；（C 点的

坐标用含 fedcba ,,,,, 的代数式表示）； 

归纳与发现：（3）通过对图（1），（2），（3），（4）的观察和顶点 C 的坐标的探究，你会发现；无论平行四边形

ABCD 处于直角坐标系中哪个位置，当其顶点坐标为 ),(),(),,(),,( feDnmCdcBbaA ，如图（4）时，则四个

顶点的横坐标 emca ,,, 之间的等量关系为               ；纵坐标 fndb ,,, 之间的等量 

关系为               （不必证明）。 
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运用与推广：（4）在同一直角坐标系中有抛物线 cxcxy  )35(2 和三个点 G 







 cc

2

5
,

2

1
， 








ccS

2

9
,

2

1
， 

)0,2( cH （其中 )0c 。问当c 为何值时，该抛物线上存在点P ，使得 PHSG ,,, 为顶点的四边形是平行四边

形？并求出所有符合条件的 P 点的坐标。 

 

【观察与思考】问题（1），（2），（3）逐步“由特殊到一般”，发现点 C 的坐标和另外三点的坐标间的关系，思

考的核心是体察并归纳出各种情况下的坐标关系的共性，从而上升成“一般规律”；问题（4）则是这个“一般

规律”的综合性应用。 

 

解：（1） ),( dce  ， ),( daec  。 

（2）分别过点 DCBA ,,, 作 x 轴的垂线，垂足分别为 1111 ,,, DCBA 。分别过 DA, 作 1BBAE  于 E， 1CCDF 

于点 F。如图（4`），在平行四边形 ABCD 中， BACD  ，又 11 // CCBB ， 

 180FCDBCFABCBCFABCEBA 。 

FCDEBA  ，又 CFDBEACFDBEA  ,90 。 

bdCFBEcaDFAE  , 。 

设 ),( yxC 。由 caxe  得 acex  。 

由 bdfy  ，得 bdfy  。 （4`） 

),( bdfaceC  。 

 

（3） bfdnaecm  , 。或 fdbnecam  , 。 

 

（ 4 ）①若 GS 为平行四边形的对角线，由（ 3 ）可得 )7,2(1 ccP  。要使 1P 在抛物线上，则有

ccccc  )2()35(47 2
，即 0.0 1

2  ccc （舍去）， 12 c 。此时 1P （ )7,2 。 

②若 SH 为平行四边形的对角线，由（3）可得 )2,3(2 ccP ，同理可得 1c ，此时 )2,3(2P 。 

③若GH 为平行四边形的对角线，由（3）可得 )2,( cc  ，同理可得 1c ，此时 )2,1(3 P 。 

综上所述，当 1c 时，抛物线上存在点 P，使得以 PHSG ,,, 为顶点的四边形是平行四边形。 

符合条件的点有 1P （ )7,2 ； )2,3(2P ； )2,1(3 P 。 

【说明】在本题中，由（1）的具体启发完成（2）中的求解是关键；在问题（4）中，全面而恰当的分类使解

答简捷而有序。 
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例 3    如图（1），点 C 将线段 AB 分成两部分，如果
AC

BC

AB

AC
 ，那么称点 C 为线段 AB 的黄金分割点。 

  某研究小组在进行课题学习时，由黄金分割点联想到“黄金分割线”，类似地给出“黄金分割线”的定义：直

线 l 将一个面积为 S 的图形分成两部分，这两部分的面积分别为 1S ， 2S ，如果
1

21

S

S

S

S
 ，那么称直线 l 为该图

形的黄金分割线。 

（1）研究小组猜想：在 ABC 中，若点 D 为 AB 边上黄金分割点（如图（2），则直线 CD 是 ABC 的黄金分

割线，你认为对吗？为什么？ 

 

（2）请你说明：三角形的中线是否也是该三角形的黄金分割线？ 

 

（3）研究小组在进一步探究中发现：过点 C 任作一条直线交 AB 于点 E，再过点 D（D 为 AB 的黄金分割点），

作直线 CEDF // ，交 AC 于点 F，连结 EF （如图（3），则直线EF 也是 ABC 黄金分割线，请你说明理由。 

 

 

 

 

（1） 

 （3） 

 （2） （4） 

 

 

 

 

（4）如图（4），点 E 是平行四边形 ABCD 的边 AB 的黄金分割点，过点 E 作 ADEF // ，交DC 于点 F，显

然直线 EF 是平行四边形 ABCD 的黄金分割线，请你画一条平行四边形 ABCD 的黄金分割线，使它不经过平

行四边形 ABCD 各边的黄金分割点。 

 

【观察与思考】对于（1）和（2）要通过“黄金分割线”的定义来检验，要点是由“黄金分割点”类比到“黄

金分割线”后对其意义的确切把握。 

对于（3）和（4），实际是做“等积变换”，这在“几何图形的等积分割”部分已有介绍。 

 

解：（1）直线CD是 ABC 的黄金分割线。理由如下： 

设 ABC 的边 AB 上的高为h 。 

hABShBDShADS ABCBDCADC  
2

1
,

2

1
,

2

1
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S
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ADC  



 , 。又点 D 为边 AB 的黄金分割点。 
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S
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S

S







  。 

 

直线CD是 ABC 的黄金分割线。 
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（2）三角形的中线将三角形分成面积相等的两部分，此时 SSS
2

1
21  ， 

2

21

S

S

S

S
 ， 

三角形的中线不可能是该三角形的黄金分割线。 

 

（3） EFDCFDCEDF  和,//  的公共边 CE 上的高也相等， 

EFDCFD SS   。 

AEFEFDADFCFDADFADC SSSSSS   。 

又
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BDC

ABC
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S

S

S

S







  ，
AEF

BEFC

ABC

AEF

S

S

S

S



 
四边形

。 

 

因此，直线 EF 也是 ABC 的黄金分割线。 

 

（4）画法不惟一，现提供两种画法； 

画法一：如答图（1`），取 EF 的中点 G，再过点 G 作一条直线分别交 DCAB, 于 NM , 点，则直线MN 就是平

行四边形 ABCD 的黄金分割线。 

 

画法二：如答图（2`），在 DF 上取一点 N ，连结EN ，再过点 F 作 NEFM // 交 AB 于点 M，连结MN ，则

直线MN 就是平行四边形 ABCD 的黄金分割线。 

 

 

 

 

 （1`） （2`） 

 

 

 

 

【说明】本题体现的就是通过类比将“黄金分割”由线段扩充到三角形和平行四边形。 

 

    归纳和类比是知识扩充与增长的极为重要的思维途径，也是研究性问题展开的有效方式。因此，我们要深

刻体会归纳与类比的思考要点，并能熟练而灵活地运用。 

 

三、设置“特殊化”情景的研究性问题 

 

   这类问题的思考要点在于充分利用附加的特殊条件或对结论的特殊要求，把握特殊条件的特殊结论和相应的

关系。 
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 例 1   抛物线 qpxxy  2 ，其顶点M （ )
4

4
,

2

2pqp 
 可以位于坐标系内任意一点，请研究以下问题： 

（1）若其顶点为（1，1），则 p           ， q             ， 

若其顶点为（ )5,2 ，则 p           ， q             ， 

（2） qp, 具有怎样的关系时，顶点M 在直线 12  xy 上？ 

（3）抛物线
2xy  上任意一点，都可以是抛物线 qpxxy  2

的顶点吗？若可以，请指明 qp与 应满足的

关系，若不可以，请说明理由。 

 

【观察与思考】根据各小题中对顶点M 的特殊要求，去寻求 qp, 应满足的条件。 

解：（1）（通过解方程可得） ,2p q 2； p 4， q 9。 

（2）若M （ )
4

4
,

2

2pqp 
 在直线 12  xy 上，则 1)

2
(2

4

4 2


 ppq

。 

pppq (1
4

1 2  为任意实数），即 qp, 满足关系 1
4

1 2  ppq 时，抛物线 qpxxy  2
的顶点总在

直线 12  xy 上。 

（3）可以。令
2

2

)
2

(
4

4 ppq



，得 ppq (

2

1 2 为任意实数）。 

当 p 和q 满足关系
2

2

1
pq  时，抛物线 qpxxy  2

的顶点都在抛物线
2xy  上。 

 

【说明】由本题可以看出，特殊化方向的研究，可以使我们对原事物有更多方向和更深层次的认识。 

 

例 2   我们知道，两边及其中一边的对角分别对应相等的两个三角形不一定全等。那么在什么情况下，它们会

全等？ 

 

（1）阅读与证明： 

当这两个三角形均为直角三角形，显然它们全等。 

 当这两个三角形均为钝角三角形，可证它们全等（证明略）。 

 对于这两个三角形均为锐角三角形，它们也全等，可证明如下： 

已知： ABC ， 111 CBA 均为锐角三角形， 11BAAB  ， 

11CBBC  ， 1CC  。 

求证： ABC  111 CBA 。 

（请你将下列证明过程补允完整）。 

A C 

B 

D 



 

证明：分别过点 1, BB 作 CABD  于 D， 1111 ACDB  于 1D ， 

则  90111 CDBBDC ， 

 11CBBC  ， 1CC  ， 

111 DCBBCD  ， 

11DBBD  。 

（2）归纳与叙述：由（1）可得到一个正确的结论，请你写出这个结论。 

解：（1）又 11BAAB   90111 BDAADB ， 

1111 , AABDAADB  ， 

又 1CC  ， 11CBBC  。 

 ABC  111 CBA 。 

（2）若 ABC ， 111 CBA 均为锐角三角形或均为直角三角形或均为钝角三角形，且 11BAAB  ， 11CBBC  ，

1CC  ，则 ABC  111 CBA 。 

 

【说明】本题告诉我们，一个不真的命题加上若干限定条件之后，它就可能成为一个真命题，因此，“特殊化”

方向的研究，可帮助我们获得更深入的知识。 

 

 

 

 

                               练习题 

1、设关于 x 的一次函数 11 bxay  与 22 bxay  ，则称函数。 

)()( 2211 bxanbxamy  （其中 )1 nm 为此两个函数的生成函数。 

（1）当 1x 时，求函数 1 xy 与 xy 2 的生成函数的值； 

（2）若函数 21 bxay  与 22 bxay  的图象的交点为 P ，判断点 P 是否在此两个函数的生成函数的图象上，

并说明理由。 

 

 

 

 

 

1A  
1C  

1B  

1D  



 

2、如图（1），在 66 的方格中，给出下列三种变换： P 变换，Q 变换， R 变换。将图形 F 沿 x 轴向右平移

1 y 格的图形 1F ，称为作 1 次 P 变换；将图形F 沿 y 轴翻折得图形 2F ，称为作 1 次Q 变换；将图形F 绕坐标

原点顺时针旋转 90°得图形 3F ，称为作 1 次R 变换。 

规定： P Q变换表示先作 1 次Q变换，再作一次P 变换；Q P 变换表示先作一次 P 变换，再依一次Q变换；

nR 变换表示作n 次 R 变换。解答下列问题： 

（1）作
4R 变换相当于至少作            次Q变换； 

（2）请在图（2）中画出图形 F 作
2008R 变换后得到的图形 4F ； 

（3） P Q 变换与Q P 变换是否是相同的变换？请在图（3）中画出 P Q 变换后得到的图形 5F ，在图（4）中

画出Q P 变换后得到的图形 6F 。 

 

 

  

 

（1） 

 （2）  

 

 

 

 

（3）                        （4） 

 

3、阅读材料并解答问题： 

与正三角形各边都相切的圆叫做正三角形的内切圆，与正四边形各边都相切的圆叫做正四边形的内切

圆，……与正 n 边形各边都相切的圆叫做正 n 边形的内切圆，设正 n )3( n 边形的面积为 边形正n
S ，其内切圆

的半径为 r ，试探索正n 边形的面积。 
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如图（1），当 3n 时， 

设 AB 切⊙O于点 C，连结 OBOAOC ,, ， 

OBOAABOC  , 。 

BCABAOBAOC 2,
2

1
 。 

在 AOCRt 中， rOCAOC 


 ,60
3

360

2

1
 ， 

 60tan2,60tan rABrAC ， 

  60tan60tan2
2

1 2rrrS OAB ， 

  60tan33 2rSS OAB正三角形 。 

（1）如图（2），当 4n 时，仿照（1）中的方法和过程可求得：  OABSS 4正四边形                ； 

（2）如图（3），当 5n 时，仿照（1）中的方法和过程 正五边形S ； 

（3）如图（4），根据以上探索过程，请直接写出 边形正n
S =                     。 

 

4、课外兴趣小组活动时，许老师出示了如下问题： 

如图（1），已知四边形 ABCD 中，AC 平分  60, DABDAB ， DB  与 互补， 

求证： ACADAB 3 。 

小敏反复探索，不得其解。她想，若将四边形 ABCD 特殊化，看如何解决该问题。 

 

（1）特殊情况入手 

添加条件：“ DB  ”。如图（2），可证 ACADAB 3 。（请你完成此证明） 
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（2）解决原来问题 

受到（1）的启发，在原问题中，添加辅助线：如图（3），过点 C 分别作 ADAB, 的垂线，垂足分别为 FE, 。 

（请你补全证明） 

 

5、学习投影后，小明、小颖利用灯光下自己的影子长度来测量一路灯的高度，并探究影子长度的变化规律。如

图，在同一时间，身高为 m6.1 的小明（AB）的影子 BC 长是 m3 ，而小颖（EH）刚好在路灯灯泡的正下方 H

点，并测得 cmHB 6 。 

（1）请在图中画出形成影子的光线，并确定路灯灯泡所在的位置 G； 

（2）求路灯灯泡的垂直高度GH 。 

（3）如果小明沿线段 BH 向小颖（点 H）走去，当小明走到 BH 中点 1B 处时，求其影子 11CB 的长；当小明继 

续走剩下路程的
3

1
到 2B 处时，求其影子 22CB 的长；当小明继续走剩下路程的

4

1
到 3B 处，…按此规律继续走

下去，当小明走剩下路程的
1

1

n
到 nB 处时，其影子 nnCB 的长为           m （直接用n 的代数式表示）。 

 

 

 

 

 

 

 

6、如图，已知平面直角坐标系， BA, 两点的坐标分别为 )1,4(),3,2(  BA 。 

（1）若 )0,( pP 是 x 轴上一个动点，则当 p            时， PAB 的周长最短。 

（2）若 )0,3(),0,( aDaC 是 x 轴上两个动点，则当 a            时，四边形 ABDC 的周长最短。 

（3）设 NM , 分别为 x 轴和 y 轴上的动点，请问：是否存在这样的点 ),0(),0,( nNmM ，使四边形 ABMN 的

周长最短？若存在，请求出 m           ， n        ，若不存在，请说明理由。 
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