
压轴大题抢分练(二)

姓名：________　班级：________　限时：______分钟

1．如图，抛物线y＝－eq \f(1,2)x2＋bx＋c与x轴交于点A，B，与y轴交于点C，直线y＝－eq \f(1,2)x＋2经过点A，C.

(1)求抛物线的解析式；

(2)点P为直线AC上方抛物线上一动点．

①连接PO，交AC于点E，求eq \f(PE,EO)的最大值；

②过点P作PF⊥AC，垂足为点F，连接PC，是否存在点P，使△PFC中的一个角等于∠CAB的2倍？若存在，请直接写出点P的坐标；若不存在，请说明理由．
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2．如图，在平面直角坐标系中，二次函数y＝x2＋bx＋c的图象与x轴交于A，B两点，与y轴交于点 C(0，－3)，A点的坐标为(－1，0)．

(1)求二次函数的解析式；

(2)若点P是抛物线在第四象限上的一个动点，当四边形ABPC的面积最大时，求点P的坐标，并求出四边形ABPC的最大面积；

(3)若Q为抛物线对称轴上一动点，直接写出使△QBC为直角三角形的点Q的坐标．
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3．如图，过点B(4，0)作直线l∥y轴，⊙A的直径为BO，以直线l为对称轴的抛物线经过点A，与x轴另一交点为C，抛物线的顶点为点E，CO＝2BE.

(1)求抛物线的解析式；

(2)过点C作⊙A的切线CD，D为切点，求CD的长；

(3)在切线CD上是否存在点F，使△BFC与△CAD相似？若存在，求出CF的长；若不存在，请说明理由．

[image: image3.png]



4．如图，抛物线y＝－x2＋bx＋c经过A(－1，0)，B(3，0)两点，且与y轴交于点C.

(1)求经过A，B，C三点的抛物线的函数解析式；

(2)抛物线上是否存在点P，使得△BCP是以BC为直角边的直角三角形？若存在，求出所有符合条件的点P的坐标；若不存在，说明理由；

(3)过抛物线上动点Q作QE垂直y轴于点E，交直线BC于点D，过点D作x轴的垂线，垂足为F，连接EF，直接写出△DEF外接圆的最小直径．
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参考答案
1．解：(1)对于直线y＝－eq \f(1,2)x＋2，

当x＝0时，y＝2，即C(0，2)，

当y＝0时，x＝4，即A(4，0)，

将A，C点坐标代入函数解析式得

eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(－\f(1,2)×42＋4b＋c＝0，,c＝2，))解得eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(b＝\f(3,2)，,c＝2，))
抛物线的解析式为y＝－eq \f(1,2)x2＋eq \f(3,2)x＋2.

(2)①如图，过点P向x轴做垂线，交直线AC于点M，交x轴于点N.
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∵直线PN∥y轴，

∴△PEM∽△OEC，

∴eq \f(PE,OE)＝eq \f(PM,OC).

把x＝0代入y＝－eq \f(1,2)x＋2得y＝2，即OC＝2.

设点P(x，－eq \f(1,2)x2＋eq \f(3,2)x＋2)，则点M(x，－eq \f(1,2)x＋2)，

∴PM＝(－eq \f(1,2)x2＋eq \f(3,2)x＋2)－(－eq \f(1,2)x＋2)＝－eq \f(1,2)x2＋2x

＝－eq \f(1,2)(x－2)2＋2，

∴eq \f(PE,OE)＝eq \f(PM,OC)＝eq \f(－\f(1,2)（x－2）2＋2,2).

∵0＜x＜4，

∴当x＝2时，eq \f(PE,OE)＝eq \f(PM,OC)有最大值为1.

②∵A(4，0)，B(－1，0)，C(0，2)，

∴AC＝2eq \r(5)，BC＝eq \r(5)，AB＝5，

∴AC2＋BC2＝AB2，

∴△ABC是以∠ACB为直角的直角三角形，取AB的中点D，

∴D(eq \f(3,2)，0)，∴DA＝DC＝DB＝eq \f(5,2)，

∴∠CDO＝2∠BAC，

∴tan∠CDO＝tan(2∠BAC)＝eq \f(4,3).

情况一：当∠PCF＝2∠CAB时，

如图，过P作x轴的平行线交y轴于R，交AC的延长线于G.
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∵∠PCF＝2∠CAB＝∠PGC＋∠CPG，

∴∠CPG＝∠BAC，

∴tan∠CPG＝tan∠BAC＝eq \f(1,2)，

即eq \f(RC,RP)＝eq \f(1,2).

令P(a，－eq \f(1,2)a2＋eq \f(3,2)a＋2)，

∴PR＝a，RC＝－eq \f(1,2)a2＋eq \f(3,2)a，

∴eq \f(－\f(1,2)a2＋\f(3,2)a,a)＝eq \f(1,2)，∴a1＝0(舍去)，a2＝2，

∴xP＝2，－eq \f(1,2)a2＋eq \f(3,2)a＋2＝3，P(2，3)．

情况二：当∠FPC＝2∠BAC时，

∵tan(2∠BAC)＝eq \f(4,3)，∴tan∠FPC＝eq \f(4,3).

设FC＝4k，∴PF＝3k，PC＝5k.

∵tan∠PGC＝eq \f(3k,FG)＝eq \f(1,2)，∴FG＝6k，∴CG＝2k，PG＝3eq \r(5)k，

∴RC＝eq \f(2\r(5),5)k，RG＝eq \f(4\r(5),5)k，PR＝3eq \r(5)k－eq \f(4\r(5),5)k＝eq \f(11\r(5),5)k，

∴eq \f(PR,RC)＝eq \f(\f(11\r(5),5)k,\f(2\r(5),5)k)＝eq \f(a,－\f(1,2)a2＋\f(3,2)a)，

∴a1＝0(舍去)，a2＝eq \f(29,11)，

xP＝eq \f(29,11)，－eq \f(1,2)a2＋eq \f(3,2)a＋2＝eq \f(300,121)，即P(eq \f(29,11)，eq \f(300,121))．

综上所述，P点坐标是(2，3)或(eq \f(29,11)，eq \f(300,121))．

2．解：(1)∵A(－1，0)，C(0，－3)在y＝x2＋bx＋c上，

∴eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(1－b＋c＝0，,c＝－3，))解得eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(b＝－2，,c＝－3，))
∴二次函数的解析式为y＝x2－2x－3.

(2)在y＝x2－2x－3中，

令y＝0可得0＝x2－2x－3，

解得x＝3或x＝－1，

∴B(3，0)，且C(0，－3)，

∴经过B，C两点的直线为y＝x－3.

设点P的坐标为(x，x2－2x－3)，如图，过点P作 PD⊥x 轴，垂足为D，与直线BC交于点E，则E(x，x－3)．
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∵S四边形ABPC＝S△ABC＋S△BCP＝eq \f(1,2)×4×3＋eq \f(1,2)(3x－x2)×3＝－eq \f(3,2)x2＋eq \f(9,2)x＋6＝－eq \f(3,2)(x－eq \f(3,2))2＋eq \f(75,8)，

∴当x＝eq \f(3,2)时，四边形ABPC的面积最大，此时P点坐标为(eq \f(3,2)，－eq \f(15,4))，四边形ABPC的最大面积为eq \f(75,8).

(3)(1，eq \f(－3＋\r(17),2))或(1，eq \f(－3－\r(17),2))或(1，2)或(1，－4)．

提示：∵y＝x2－2x－3＝(x－1)2－4，

∴对称轴为x＝1，∴可设Q点坐标为(1，t)．

∵B(3，0)，C(0，－3)，

∴BQ2＝(1－3)2＋t2＝t2＋4，CQ2＝12＋(t＋3)2＝t2＋6t＋10，BC2＝18.

∵△QBC为直角三角形，

∴有∠BQC＝90°，∠CBQ＝90°和∠BCQ＝90°三种情况．

①当∠BQC＝90°时，则有BQ2＋CQ2＝BC2，

即t2＋4＋t2＋6t＋10＝18，

解得t＝eq \f(－3＋\r(17),2)或t＝eq \f(－3－\r(17),2)，

此时Q点坐标为(1，eq \f(－3＋\r(17),2))或(1，eq \f(－3－\r(17),2))．

②当∠CBQ＝90°时，则有BC2＋BQ2＝CQ2，

即t2＋4＋18＝t2＋6t＋10，

解得t＝2，此时Q点坐标为(1，2)．

③当∠BCQ＝90°时，则有BC2＋CQ2＝BQ2，

即18＋t2＋6t＋10＝t2＋4，

解得t＝－4，此时Q点坐标为(1，－4)．

综上所述，Q点的坐标为(1，eq \f(－3＋\r(17),2))或 (1，eq \f(－3－\r(17),2)) 或(1，2)或(1，－4)．

3．解：(1)∵B(4，0)，∴OB＝4.

∵⊙A的直径为BO，

∴OA＝AB＝2，即A(2，0)．

∵以直线l为对称轴的抛物线经过点A，与x轴另一交点为C，

∴BC＝AB＝2，∴C(6，0)．

∵CO＝2BE，∴BE＝3，

∴E(4，－3)．

设抛物线解析式为y＝ax2＋bx＋c，

∴eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(4a＋2b＋c＝0，,36a＋6b＋c＝0，,16a＋4b＋c＝－3，))解得eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(a＝\f(3,4)，,b＝－6，,c＝9，))
∴抛物线解析式为y＝eq \f(3,4)x2－6x＋9.

(2)如图，连接AD.
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∵CD为⊙A的切线，∴AD⊥CD.

∵AC＝OC－OA＝4，AD＝2，∴CD＝eq \r(42－22)＝2eq \r(3).

(3)如图，连接BF，

由(2)可知，△ADC为直角三角形，

∴当△BCF和△CAD相似时，则有BF⊥CD或BF⊥x轴两种情况：

①当BF⊥CD时，如图，连接BF，则BF∥AD，
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∴eq \f(CF,CD)＝eq \f(CB,CA)，即eq \f(CF,2\r(3))＝eq \f(2,4)，解得CF＝eq \r(3).

②当BF⊥x轴时，同理eq \f(CF,CA)＝eq \f(CB,CD)，

即eq \f(CF,4)＝eq \f(2,2\r(3))，解得CF＝eq \f(4\r(3),3).

综上可知，在切线CD上存在点F，使△BFC与△CAD相似，此时CF的长为eq \r(3)或eq \f(4\r(3),3).

4．解：(1)∵抛物线y＝－x2＋bx＋c经过A(－1，0)，B(3，0)两点，

∴eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(－1－b＋c＝0，,－9＋3b＋c＝0，))解得eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(b＝2，,c＝3，))
∴经过A，B，C三点的抛物线的函数解析式为y＝－x2＋2x＋3.

(2)当C为直角顶点时，如图，过点C作CP1⊥BC，交抛物线于点P1，过P1作P1H1⊥y轴于点H1.

∵OB＝OC，∠BOC＝90°，

∴△BOC为等腰直角三角形，∠BCO＝45°，∴∠P1CH1＝45°，

∴△P1H1C为等腰直角三角形，即P1H1＝H1C.

设P1(a，－a2＋2a＋3)，

则a＝－a2＋2a＋3－3，

解得a1＝1，a2＝0(舍去)，

此时－a2＋2a＋3＝4，

∴P1坐标是(1，4)．

当B为直角顶点时，如图，过点B作BP2⊥BC，交抛物线于点P2，交y轴于点G，过点P2作P2H2⊥y轴于点H2.
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∵∠CBO＝45°，

∴∠H2P2G＝∠OBG＝45°，

∴△BOG，△P2H2G为等腰直角三角形，

即OB＝OG＝3，P2H2＝H2G.

设P2(a，－a2＋2a＋3)，

则－a＝a2－2a－3－3，

解得a1＝－2，a2＝3(舍去)，
此时－a2＋2a＋3＝－5，

∴P2的坐标是(－2，－5)．

综上所述，点P的坐标是(－2，－5)或(1，4)．

(3)△DEF的外接圆直径最小为eq \f(3,2)

eq \r(2).


